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A Geometria e as Transformaces Geométricas Isométricas no plano euclidiano

com recurso ao software GeoGebra

A Geometria ganhou uma especial atencdo com 0s gregos, ao ser elevada a uma ciéncia
que trata entidades abstratas pois, durante muito tempo, tais entidades tinham uma relacéo clara
a objetivos fisicos (Breda et al., 2011). Ainda assim, Mariotti (1999) considera que deve ser
reconhecida a relacdo privilegiada entre a Geometria, a teoria do espaco e a realidade fisica e
afirma que a completa congruéncia entre a cognicao espacial e 0 espaco matematico abstrato,
em Geometria, nem sempre é garantida, pois a passagem da intuicdo para a Geometria é um
processo que apresenta grandes dificuldades e que esta longe de ser natural. Assim, o autor
defende que é fundamental: i) o desenvolvimento de uma interacdo flexivel entre imagens e
conceitos e ii) o desenvolvimento de esguemas concetuais complexos que controlam o0s
sentidos, as relagdes e as propriedades de uma figura geométrica.

De entre os gregos, destaca-se Euclides, cuja geometria — euclidiana — foi irrefutavel
durante séculos. Com o desenvolvimento dos métodos algébricos por René Descartes (1596-
1650) e Pierre Fermat, apareceu a Geometria analitica, segundo a qual as coordenadas
numeéricas e equagOes algébricas nessas coordenadas eram utilizadas para a determinacdo de
resultados geométricos (Breda et al., 2011). Mas foi j& em pleno século XIX que Felix Klein
(1849 — 1925) deu um contributo decisivo para a compreensdo das Geometrias ndo euclidianas,
apresentando um novo principio unificador para classificar as varias Geometrias, que ficou
conhecido por Programa Erlangen (Franco de Oliveira, 1997).

Esta na base desse programa o conceito de grupo de transformacdes e o facto de que a
caraterizacdo de cada Geometria passa pelas propriedades das “figuras” que permanecem
invariantes para determinado grupo de transformacdes (id). De acordo com Veloso (2012),
Klein foi o primeiro a apresentar uma defini¢do precisa da geometria euclidiana como sendo “a
ciéncia que estuda as propriedades das “figuras” que sao invariantes para as transformagdes de
semelhanga” (p. 133).

Atendendo a que as Transformagcfes Geométricas Isométricas no plano euclidiano
podem ser estudadas como um subconjunto do universo das transformagdes geométricas de
semelhanca (Breda et al., 2011), inicialmente apresenta-se a definicdo de transformacdes
geométricas. Depois, define-se e explicita-se as propriedades das transformagdes de
semelhanca. Posteriormente, da-se énfase as Transformagdes Geométricas Isométricas no plano
euclidiano e as Simetrias.

Em geral, uma transformacdo geométrica é uma funcdo bijetiva de um plano nele

préprio (Franco de Oliveira, 1997).
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Definicao - sejam A, B e C trés pontos quaisquer dados; diz-se que uma transformacéo
geométrica S é uma transformacdo de semelhanca ou semelhanca se AB/BC=A'B'/B'C’,
AB/AC=A'B'/A'C'onde A'=S(A), B'=S(B), C'=S(C) (Veloso, 2012, p.137).

Decorre desta definicdo que, em toda a transformacao de semelhanca, as distancias entre
cada dois pontos resultam multiplicadas por uma constante (A'B'/ AB=B'C'/BC =A'C'/ AC),

designada razdo de semelhanca e normalmente escrita por r (Sebastido e Silva, 1999; Veloso,
2012).

Se a transformacdo de semelhanca é uma semelhanca der >1, todos os segmentos
aumentam na mesma proporcdo e diz-se que houve uma ampliacdo; se a transformacdo de
semelhanca € uma semelhanca der <1, acontece o contrario e dizemos que houve uma
reducdo; se a transformacao de semelhanga é uma semelhanga der =1, ndo ha nem ampliagéo
nem reducdo, cada segmento é transformado num segmento igual ao primeiro (Sebastido e
Silva, 1999). As semelhangas com razéo de semelhanga igual a 1 designam-se Isometrias do
plano (Breda et al., 2011; Veloso, 2012).

Das varias propriedades das transformacGes de semelhanca, Breda et al., (2011)
destacam:

i) Preservacdo da colinearidade de pontos e amplitudes de angulos;

ii) Transformacdo: retas (respetivamente, semi-retas, segmentos de retas e triangulos)

em retas (respetivamente, semi-retas, segmentos de reta e tridngulos semelhantes);
retas paralelas (respetivamente, perpendiculares) em retas paralelas (respetivamente,

perpendiculares).

Considere-se agora as Isometrias ou movimentos rigidos do plano euclidiano que se
designara de IR No sentido etimoldgico, Isometria significa “mesma medida” (Franco de
Oliveira, 1997). Uma Isometria do plano [Iso(IR?)] ou um movimento rigido, é uma

transformacdo geométrica T se e somente se d(P',Q") =d(P,Q) para quaisquer pontos P e Q
do plano, onde P'=T(P)e Q'=T(Q) (Franco de Oliveira, 1997, Cabrita et al., 2008; Breda et
al., 2011; Veloso, 2012).

Da condicdo de preservagdo das distancias entre pontos resultam importantes
propriedades para as Isometrias: as Isometrias preservam os conceitos de situado entre, ponto
médio, segmento, semi-reta, reta, triangulo, angulo, amplitude, paralelismo e perpendicularidade
(Veloso, 2012). As Isometrias sdo injetivas; bijetivas no conjunto dos pontos do plano; induzem
bijecBes no conjunto das linhas do plano, séo colineagdes (Franco de Oliveira, 1997).

Pelo facto de toda a Isometria ser uma colineagdo: Se uma Isometria fixar dois pontos,

A e B, esta fixa, necessariamente, a reta AB, ponto a ponto; se uma Isometria f fixar trés pontos
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ndo colineares A, B e C, as retas AB, AC e BC sdo fixas pontualmente pela Isometria e,
consequentemente, também o tridngulo AABC o é; qualquer ponto P do plano que néo pertenca
ao triangulo AABC também é um ponto fixo de f. Realmente, seja M o ponto médio do segmento
de reta [AB]. A reta que passa por P e M interseta o triangulo AABC nos pontos M e S. Como M
e S sdo pontos do tridngulo AABC, sdo pontos fixos de f e, por conseguinte, f fixa pontualmente
a reta MS, pelo que f(P) = P, ou seja, f € a aplicacdo identidade (Breda et al., 2011). Portanto,
“Se uma Isometria fixar dois pontos (distintos) de uma reta, entéo fixa-a pontualmente e se fixar
trés pontos nado colineares € a transformacao identidade” (id, p. 77).

Consequentemente, se A, B e C sdo pontos ndo colineares e f e g sdo duas Isometrias tais
que f(A) = g(A), f(B) = g(B), f(C) = g(C), entdo f = g. Ou seja, “uma Isometria fica univocamente
determinada pelo conhecimento dos transformados de trés pontos néo colineares” (id:ib).

Segundo Cabrita et al. (2008, p. 98), o conjunto das Isometrias (1) do plano IR? é um

grupo euclidiano para a operagdo composicdo habitual de fungdes “0”. De facto, considerando
(IR?, 0):

e A operagio é fechada - Vi, i, € IR i, oi, € IR

e A operagfo é associativa - Vi, i,,i, € IR?, (i, oi,) ol =i, o (i, oi,)

* Existe elemento identidade - 3i' e IR?, Vi, € IR?,i'i, =i, oi' =i,

e Todo o elemento tem inverso - Vi, € IR?,3i, € IR? i, oi, =i, oi, =i’

Se a operacdo ainda gozar da propriedade comutativa, o grupo diz-se abeliano
Vi,i, € IR?,i o, =i, oi,

Existem quatro e apenas quatro Isometrias no plano euclidiano: a reflexdo, a translagéo,
a rotagéo e a reflexdo deslizante (Lima, 1996; Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso,
2012) “que permitem que uma figura ¢ a sua transformada pela aplicacdo sejam congruentes”
(Cabrita et al., 2008, p. 98). As Isometrias do plano euclidiano podem ser classificadas em
Isometrias diretas ou positivas e Isometrias opostas ou negativas. Enquanto que as Isometrias
diretas — as translagcdes e as rotacbes — preservam o sentido dos angulos orientados, as
Isometrias opostas — as reflexdes e as reflexbes deslizantes — invertem o sentido dos angulos
orientados (Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012).

Nota-se que a composicdo de duas Isometrias diretas é uma Isometria direta e que a
inversa de uma Isometria direta também é uma Isometria direta. Por outro lado, a composicéo
de duas Isometrias opostas € uma Isometria direta (Breda et al., 2011; Veloso, 2012).

Considere-se, de seguida, as quatro Isometrias no plano euclidiano. Primeiro como

composicao de duas ou trés reflexdes e depois de forma independente.
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Seja f uma Isometria do plano. Considerando | uma reta do plano, a reflexdo de eixo
I,R, € uma transformacdo f :IR? — IR? que fixa a reta | ponto a ponto tal que R, (Q) =Q'para

todo o ponto Q em | e transforma T ndo pertencente a | em T’ (distinto de T) tal que | é a
mediatriz do segmento de recta [TT’] (Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011).
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Figura 1. Pontos do plano e seus transformados por reflexdes (Adaptados de Breda et al., 2011)

Para além das propriedades comuns das Isometrias, verifica-se que a reflexao:

i) € uma transformacdo involutiva (Greenberg, 1994; Franco de Oliveira, 1997; Breda et
al., 2011, Veloso, 2012). Seja | uma reta pertencente ao plano e Q um ponto qualquer
do plano, R*(Q) =R (R[(Q))=Q). SeR, = er, entdo R? =1 (Isometria identidade) (Breda
et. al., 2011);

ii) fixa pontualmente os pontos que pertencem ao eixo de reflexdo (Greenberg, 1994;
Franco de Oliveira, 1997; Breda et al., 2011, Veloso, 2012) e ndo pontualmente,
qualquer reta perpendicular ao eixo de reflexdo (Breda et. al., 2011);

iii) ndo preserva a orientacdo dos angulos (Greenberg, 1994; Franco de Oliveira, 1997
Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012):

Figura 2. Transformado do AABC pela reflex@o de eixo |

Sejam R e R, duas reflexdes de eixos m e n, respetivamente, e f =R, oR_ a aplicacio
composta de R,ap06s Rm.
i) Se m=n,alsometria f =R, oR éatransformagio identidade.

i) Se m=nentdo as retas m e n ou sdo concorrentes ou sdo paralelas (estritamente) (Breda
etal., 2011)
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e No caso em que as retas m e n sdo concorrentes num ponto O, a composi¢do
f =R, oR, serd uma rotagdo (Figura 3) com centro no ponto de intersecdo das

retas m e n e medida de amplitude igual ao dobro da medida de amplitude do angulo
entre m e n (Veloso, 1998, 2012; Breda et al., 2011).

Figura 3. Transformado do AABC pela composicao de duas reflexdes de eixo concorrentes

e NOo caso em que as retas m e n sdo paralelas (estritamente), a composicdo
f =R, oR, sera uma translacio (Figura 4) cujo vetor tem direcdo perpendicular a

m e n (sentido de m para n) e norma igual ao dobro da distancia entre m e n.
(Veloso, 1998, 2012; Breda et al., 2011)

Figura 4.Transformado do AABC pela composi¢éo de duas reflexfes de eixos paralelos

A composi¢do de duas Isometrias opostas € uma lIsometria direta. Assim, pode-se
concluir que a composi¢do de duas reflexbes ndo é uma reflexdo. Consequentemente, a
operacdo de composicdo usual de func¢des ndo confere ao conjunto das reflexdes uma estrutura
de grupo (Franco de Oliveira, 1997; Breda et al., 2011).
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Sejam Ri, Rn € Ry trés reflexdes de eixos |, m e n, respetivamente e f =R oR oR, a

aplicacdo composta de R, apds R, apds Rn. De acordo com Franco de Oliveira (1997), a
composicao f é uma reflexdo ou uma reflexdo deslizante.
i) Se os eixos das trés reflexGes forem paralelos ou se se encontrarem num Unico ponto a
composicao é uma reflexdo (Figuras 5 e 6) (Franco de Oliveira, 1997; Breda, 2006;
Breda et al., 2011; Veloso, 2012).

eixo de ref.| ;

Figura 6. Transformado do AABC pela composicéo de trés reflexdes de eixos concorrentes

ii) Se os trés eixos de reflexdo se encontram (aos pares) em trés pontos, ou dois sdo
paralelos e o terceiro os interseta, a composicdo € uma reflexdo deslizante (Figuras 7 e
8) (Franco de Oliveira, 1997; Breda, 2006; Breda et al., 2011; Veloso, 2012).
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Figura 7. Transformado do AABC pela composicéo de trés reflexdes de eixos que intersetam (aos pares)
em trés pontos
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Figura 8. Transformado do AABC pela composicdo de trés reflexes em que dois dos eixos sdo paralelos
e o terceiro 0s interseta

Constata-se que a reflexdo é umas das principais Isometrias do plano, pois, pelo teorema

fundamental das Isometrias, “toda a Isometria de IR*é uma composicdo de duas ou trés
reflexdes” (Franco de Oliveira, 1997, p. 157).

Foram ilustradas as Isometrias: rotacdo, como composicao de duas reflexdes de eixos
concorrentes; translagdo, como composi¢do de duas reflexdes de eixos paralelos e reflexdo
deslizante como composicdo de trés eixos de reflexdo que se encontram (aos pares) em trés
pontos, ou em que dois sdo paralelos e o terceiro os interseta. De seguida, apresentam-se as
definigdes destas Isometrias de forma independente.

Uma rotacdo ¢ um movimento rigido que pode ser entendida como “uma figura a
mover-se” ao longo de um arco de circunferéncia cujo centro coincide com o centro de rotacao.

Para a caraterizacdo de uma rotagdo é necessario sempre o centro de rotacdo, a medida
da amplitude e orientagdo do &ngulo (Cabrita et al., 2008). Dado um ponto O e um angulo a,
denomina-se rotacdo de centro O uma aplicacdo R(O, a): IR? — IR? que fixa O e envia B em B’
comd (B,0)=d(B’,0)e («BOB’)=a (id).
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Figura 9. O transformado do triangulo AOAB pela rotagdo RY”

Através de uma rotacdo, obtém-se uma figura final geometricamente igual a dada, onde
um dos pontos ¢ fixo, o centro da rotacdo, e todos os outros sofrem “deslocagdes” percorrendo
arcos de circunferéncia com o mesmo centro e a mesma amplitude. E muito importante o
sentido de rotacdo. Por convencdo, considera-se o sentido negativo o sentido dos ponteiros do
relégio, caso contrario designa-se por sentido positivo.

Salientam-se como propriedades particulares da rotagdo as seguintes:

i) “Uma rotagdo, distinta da transformacéo identidade, fixa um e um sé ponto ¢ fixa uma
recta (ndo pontualmente) se e somente se a sua amplitude for de 180° e o centro da
rotacdo pertencer a recta” (Breda et al., 2011, p. 84). Geralmente, a rotacdo de amplitude
180° é designada meia-volta (Greenberg, 1994; Breda et al., 2011) e é um caso particular

de rotacao. F

= »

Figura 10. O transformado de F pela meia volta de centro em O

A meia-volta (simetria central) admite um centro (M) e amplitude 180° (Sm). M é o
centro da ‘simetria’, os pontos B e B’ sdo simétricos em relacdo a M (Cabrita et al., 2008) e M ¢é
o ponto médio do segmento de reta [BB’].

s ﬁ = ME'
' S5u(B) =P
Su(B)=B8B

i) “Uma rotagdo fixa circunferéncias com centro no centro da rotagdo, embora nao
pontualmente. Apenas a (rotagéo) identidade fixa pontualmente circunferéncias” (Breda
etal., 2011, p.85).

iii) A rotagdo preserva a orientacdo dos angulos (Greenberg, 1994; Franco de Oliveira,
1997; Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012).
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Figura 11. O transformado do triangulo AOAB pela rotagdo R

iv) A rotacdo de centro em O e angulo —a é a transformagdo inversa da rotacdo de centro
em O e angulo o, R “ = (Rff‘)’l (Breda et al., 2011). A Unica rotacdo igual a sua inversa é
a transformacdo identidade (Greenberg, 1994).

v) A composi¢do de duas rotagbes com o0 mesmo centro (ponto O) e de amplitudes,
respetivamente, o ¢ p é comutativa e a resultante € uma rotacdo de centro em O e de
amplitude o+ B, RS R =R%oRS =R&"” (Breda et al., 2011). O grupo de rotagdes com

0 mesmo centro é ciclico e qualquer grupo ciclico é comutativo.
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Figura 12. O transformado do triangulo AABC pelas rotagdes R” o R%e R” o R’ .

vi) A composigdo de duas rotagdes de centros distintos ndo é comutativa (Greenberg, 1994;
Breda et al., 2011), a ndo ser que, pelos menos, uma rotacdo seja a transformacéo
identidade (Greenberg, 1994).
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O conjunto das rotagbes com um mesmo centro tem uma estrutura de subgrupo
comutativo (abeliano) do grupo das Isometrias do plano, para a operacdo composicdo usual de
funcdes, designado de grupo das rotacGes do plano (Breda et al., 2011).

Veja-se agora a definicdo e propriedades da Isometria translacéo.
Uma translagdo, outro movimento rigido, é uma transformacdo de qualquer ponto do
plano X — X +u ao longo de uma reta, sendo u=0 o vetor diretor da reta. Contudo, é possivel

outra definicdo de translacdo sem se referir a reta pela qual se da a translacdo (Franco de
Oliveira, 1997). Assim, seja U um vetor qualquer. A translacdo definida por u é a
transformacao TG :IR?2— IR? definida por T-(X) =X +u=X". 0 ponto x' denomina-se imagem

ou transformado do ponto x pela T

Ty X' =X 40

Figura 14. T-(X)

A composicdo de duas reflexdes de eixos paralelos é uma translacdo (Greenberg, 1994;
Franco de Oliveira, 1997; Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012). A reciproca
também ¢é verdadeira, ou seja, “toda a translagdo é composicdo de duas reflexdes de eixos

paralelos” (Breda et al., 2011, p 88). A translacdo associada ao vetor nulo designa-se por
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Isometria identidade — T5(X) . Esta Isometria pode ser considerada “como composi¢do de duas

reflexes de eixos coincidentes e, portanto, paralelas” (em sentido lato) (id, p 88).

Considere-se agora u=0. Sejam os pontos A e B do plano, sendo u=AB. T; éa

composi¢cdo R,oR;,, onde m e n sdo retas perpendiculares a reta AB e que passam,

respetivamente, por A e M (ponto médio do segmento de reta [AB]).

Figura 15. Translacéo Tﬁ como composicao de duas reflexdes

Como propriedades, tem-se que:

i) Se uma translagdo fixa um e sé um ponto, a Isometria é a transformacdo identidade
(Greenberg, 1994). Qualquer translagdo, diferente da transformacéo identidade, ndo tem

pontos fixos (Breda et al., 2011);
ii) A translacéo, Tﬁ’ u=0, fixa qualquer reta com a direcio de u (embora nio
pontualmente) e preserva as direcdes (Breda et al., 2011);

iii) A translacdo preserva a orientacdo dos angulos (Greenberg, 1994; Franco de Oliveira,
1997; Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012);

Figura 16. O transformado do triangulo AABC pela Tﬁ
iv) A translagdo T associada ao vetor simétrico _; é a transformacdo inversa da

translagéoTa associada ao vetor y (Breda et al., 2011);
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V) A composicdo de duas translacBes associadas aos vetores § e v, respetivamente, é
comutativa e o resultado é a translacdo associada ao vector u + v (Greenberg, 1994;
Franco de Oliveira, 1997; Breda et al., 2011);

Figura 17. T- oT; =T oT- =T, W=U+V

Por fim, aborda-se o conceito da reflexao deslizante.

Reflexdo deslizante de eixo n é a transformagdo do plano, D(na)' obtida pela

composicdo de uma reflexao de eixo n e uma translacdo ndo trivial T., cujo vetor y tem a

direcédo paralela ao eixo n (Breda, 2006; Breda et al., 2011; Veloso, 2012). Tendo em conta que

R, fixa a reta n, T.0R transforma a reta n numa reta t que Ihe € paralela. As retas t e n
coincidem se e somente se  tem a direcdo de n. Entdo, para o, T:oR, =R, oT. se e somente

sene u téma mesma direcdo (Breda et al., 2011).

S

Figura 18. T-oR, =R, T

Sendo assim, apresentam-se as propriedades:

i) A reflexdo deslizante ndo tem pontos fixos (Greenberg, 1994; Franco de Oliveira, 1997;
Breda et al., 2011) e tem como uma Unica reta fixa — o eixo da reflexdo (Greenberg,
1994; Veloso, 1998, 2012), embora ndo pontualmente (Breda et al., 2011);
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ii) SeP, Q, R sdo pontos do plano € P’, Q’, R’ sdo os seus transformados por uma reflexao
deslizante, entdo os pontos médios dos segmentos de reta [P, P], [Q, Q'] e [R, R] sédo

colineares e pertencem a reta n (Greenberg, 1994; Schattschneider, 2003);

Figura 19. llustragdo gréfica da propriedade ii

iii) A reflexdo deslizante ndo preserva a orientacdo dos angulos (Greenberg, 1994; Franco
de Oliveira, 1997; Cabrita et al., 2008; Breda et al., 2011; Veloso, 2012);

iv) “A composi¢do de duas reflexdes deslizantes ndo ¢ uma reflexdo deslizante, pelo que a
operagdo composi¢do usual de fungbes ndo confere ao conjunto das reflexdes

deslizantes uma estrutura de grupo” (Breda et al., 2011, p. 92).

Agora, apresentam-se as propriedades das Isometrias do plano, quanto a preservagao ou

inversdo de angulos orientados, aos pontos fixos e as retas fixas.

Isometrias Pontos fixos Retas fixas Orientacao dos
angulos
Identidade Infinitos Infinitos Preserva
Infinitas  (retas  paralelas ao
Translagdo Nenhum segmento orientado que define a | Preserva
translacéo)
Rotacdo Um (o ponto central) | Nenhuma Preserva
Reflexdo Infinitos (os pontos | Infinitas (o eixo de reflexdo e as
pertencentes ao eixo | retas ortogonais ao eixo de reflexdo) | Inverte
de reflexéo)
Refl_exao Nenhum Uma (o eixo da reflexdo) Inverte
deslizante

Quadro 1. Propriedades das Isometrias do plano quanto a preservagdo de angulos orientados, aos pontos
fixos e as retas fixas (Greenberg, 1994; Breda et al., 2011; Veloso, 2012)

Seja o triangulo T =[ABC] congruente ao triangulo T, =[AB,C;]. A partir das

propriedades vistas anteriormente, descreve-se, na figura seguinte, um algoritmo para a

identificacdo da Isometria que transforma T em T, .
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[ T = [ABC] congruente ao triangulo T, = [44, 5. 0] J

.

[ Ha preservacdo de orientagdo? |

5im NEo

>
Os segmentos [44,]. Os segmentos [44,],

[BBy] e [CC] sdo [FB,] e [CEy] ndo sdo
paralelos paralelos

v v v v

' =y - R ™,
Translacdo segundo
pl.

a4,

d(4, 4,) = d(B.B,) d(4,4,) % d(B.B,) ou
=d(C.C,) d(4,4,) # di£,C,)

Ratacdo Reflexdio Reflexdo deslizante

., - "y y

Figura 20. Algoritmo para a identificagdo da Isometria que transforma T em T (Breda et al., 2011, p. 92)

Segundo Schattschneider (2003) e Breda et al. (2011), é possivel identificar as
Isometrias do plano em pares de tridngulos congruentes dados através da unido dos vértices do
triangulo original com as suas imagens finais. A identificacdo completa da transformagéo é
determinada pelas posicOes destes segmentos de ligacdo, conforme se ilustra nas figuras

seguintes:

i) A Isometria que transforma T = [ABC] em T’ = [A’B’C’] preserva a orienta¢ao dos
angulos. Atendendo a que todos os segmentos que ligam os pontos as suas imagens

sdo paralelos e tém o mesmo comprimento, d(A, A’) = d(B, B’) = d(C,C’), conclui-

se que T ¢ transformado em T’ pela translagio associada ao vetor AA',

BB =272

AN = 272
e w

Figura 21. Translag¢do que transforma T em T’

i) A Isometria que transforma T = [ABC] em T’ = [A’B’C’] preserva a orientagao dos
angulos. Como os segmentos que ligam os pontos as suas imagens nao sao paralelos,
os seus pontos médios ndo sdo colineares, d (A, A’) # d(B, B’) # d(C,C’), conclui-se
que T ¢é transformado em T’ pela rotagdo cujo centro é o ponto de intersecdo das

mediatrizes dos segmentos. O angulo de rotacdo é o angulo com sentido definido
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(nesta ordem) por um ponto da figura, pelo centro de rotacdo e pela imagem do
primeiro ponto.

- ‘!i'centm de rotagéo
i
Figura 22. Rotacdo que transforma T em T’

iii) A Isometria que transforma T = [ABC] em T’ = [A’B’C’] nédo preserva a orientagdo
dos angulos. Todos os segmentos que ligam os pontos as suas imagens sao paralelos,
mas ndo tém o mesmo comprimento. Conclui-se que T é transformado em T’ pela

reflexdo associada ao eixo que corresponde a mediatriz de cada segmento.

ld
eixo da reflexdo |

i
Figura 23. Reflexdo que transforma T em T’

iv) A Isometria que transforma T = [ABC] em T’ = [A’B’C’] ndo preserva a orientagdo
dos angulos. Os segmentos que ligam os pontos as suas imagens ndo sdo paralelos,
mas 0s seus pontos médios sdo colineares. Conclui-se que T ¢ transformado em T’
pela reflexdo deslizante. O eixo da reflexdo deslizante é a reta que contém os pontos
médios dos segmentos. O vetor da reflexdo deslizante é paralelo ao eixo da reflexdo
deslizante e é um cateto do tridngulo retangulo, cuja hipotenusa liga um ponto a sua

imagem.
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A e -
\ eixo da reflexdo deslizante

Figura 24. Reflexdo deslizante que transforma T em T’

A seguir a explicacdo dos conceitos e propriedades das Transformacbes Geométricas

Isométricas no plano euclidiano, importa clarificar e aprofundar o conceito de Simetria

tomando, como exemplo, uma figura plana F (um subconjunto do plano).

Designa-se Simetria de uma figura F toda a Isometria S do plano que deixa a figura F

globalmente invariante, isto €, tal que S (F) = F (Franco de Oliveira, 1997; Cabrita et al., 2008;

Veloso 2012). Procurar as simetrias de uma figura F qualquer significa descobrir as Isometrias

do plano (translacéo, rotacéo, reflexdo e reflexdo deslizante) que deixam F invariante:

O

O

O

se T é uma translacdo, entdo T é uma simetria de translagdo de F;

se R é uma rotacgdo, entdo R é uma simetria de rotacdo de F;

se E é uma reflexdo, entdo E é uma simetria de reflexdo de F;

se Rd é uma reflexdo deslizante, entdo Rd é uma simetria de reflexdo deslizante de F
(Veloso, 2012).

O grupo Sim(F) de uma figura F qualquer tem as seguintes propriedades:

contém a identidade I;
se contém a Isometria S, contém a sua inversa S* ;

se contém as Isometrias S; e Sy, entdo contém as Isometrias S; @S, (e S;eS») (id, p. 57).

Destas propriedades, nota-se que o grupo Sim(F) de uma figura qualquer admite uma

estrutura de grupo relativamente a composicao de transformagfes geométricas (id:ib).

Seguem-se alguns exemplos de figuras adaptadas de Cabrita et al. (2008), cujos grupos

simétricos se analisam de seguida.
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TH &%

Figura 25. Exemplos de figuras com simetrias

Da anélise dos exemplos acima, quanto a simetria, verifica-se que a figura Fi:
o Nao possui simetrias de translacdo nem de reflexdo deslizante.
o Possui uma simetria de reflexao, de eixo e.
e Possui uma simetria de rotagdo, a identidade.

]
|

5]
3]

A figura F».
o Nao tem simetrias de translacdo, nem de reflexdo, nem de reflexdo deslizante.
e Tem 5 simetrias de rotagdo associada ao centro da figura e amplitudes 72°, 144°,
216°, 288° e 360° (identidade).

A figura Fs.
o Nao tem simetrias de translacdo, nem de reflexdo, nem de reflexdo deslizante.
e Tem 8 simetrias de rotacdo associada ao centro da figura e amplitudes 45°, 90°,
135°,180°, 225°, 270°, 315° e 360° (identidade).

Ty
’

A figura Fs.

o Nao possui simetrias de translacdo, nem de reflexdo deslizante.
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e Possui 8 simetrias de rotacdo associada ao centro da figura e amplitudes 45°, 90°,
135°,180°, 225°, 270°, 315° e 360° (identidade).

e Tem 8 simetrias de reflexdo, de €ixos ei, €z, €3, €4, €5, €6, €7 € €s.

. e, H ey

Segue-se um exemplo de uma figura que ndo tem simetria, ou seja, em que ndo é
possivel encontrar uma transformacdo geométrica, diferente da transformacéo identidade, que a

deixe invariante.

Figura 26. Exemplo de figura que sem simetria

A simetria de uma figura plana é um conceito matematico utilizado para organizar e
classificar as figuras da arte decorativa ou ornamental ou outras figuras com carateristicas
semelhantes. Veloso (2012), na observacédo e estudo das figuras da arte decorativa, identificou
trés grupos de simetrias — as rosaceas, os frisos e os padrdes ou papéis de parede. No ambito
deste trabalho, proceder-se-a4 a definicdo e apresentacdo das carateristicas das rosaceas e dos
frisos.

As rosaceas e os frisos constituem exemplos de figuras ricas para o aprofundamento do
tema transformacGes geométricas e simetrias e possibilitam conexdes entre temas matematicos e
entre a Matematica e a vida real. S8o0 muito utilizadas na arquitetura, em pecas de decoragdo
para confecdo de bordados, calgadas, tecidos, painéis de azulejos, mosaicos, tapecarias, etc.

Rosacea é toda a figura plana cujo grupo de simetrias tem um namero finito de
elementos (Veloso, 2012). O nimero dos seus elementos chama-se a ordem do grupo (Franco
de Oliveira, 1997). Como consequéncias desta definicdo:

i) “uma rosacea ndo tem simetrias de translagdo nem de reflexdo deslizante, podendo

ter apenas simetrias de rotacdo e de reflex&o;

ii) todas as simetrias de rotagdo de uma rosacea tém o mesmo centro;

iii) os angulos das simetrias de rotacdo de uma rosacea sdo todos multiplos de um

deles;
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iv) 0 grupo de simetrias de uma rosacea € um C, ou um D, de ordem n” (Veloso,
2012, p. 77-78).

Se uma rosacea F tem apenas simetrias de rotacdo (n rotacdes), que ndo se reduzem a
identidade, entdo o grupo Sim(F) é designado de grupo ciclico, C,, N € IN, sendo constituido
pelos elementos R, R?, R®, R*,..., R" = | associadas ao centro da rosacea, onde R é a simetria de
rotacdo de menor angulo positivo. Se uma rosacea F apresenta simetrias por rotacao e reflexdo
(n rotacdes e n reflexdes), entdo o grupo Sim(F) chama-se grupo diedral, D,, NeIN e é
constituido por n simetrias de rotagdo R, R?, R®, R%,..., R" = | associadas ao centro da rosacea e n
simetrias de reflexao de eixos que passam pelo centro da rosacea (Breda, 2006; Veloso, 2012).

Nas figuras 27 e 28, ilustram-se exemplos de rosaceas com grupos de simetrias ciclico e
diedral.

fa
N

Figura 28. Rosaceas com grupo de simetrias diedral

Pode-se construir uma rosacea com um grupo de simetrias ciclico C, partindo da divisao
do circulo em n setores congruentes. Coloca-se num dos setores uma figura (que, para além da

identidade, ndo contém qualquer outra simetria) e consideram-se as imagens desta figura pelas

rotacdes de centro no centro do circulo e de amplitudes 360", , _;, | para a sua obtencao,
n

conforme a Figura 29 (Breda et al., 2011).

Figura 29. Rosacea com grupo de simetria Cg
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Uma das formas de construcdo de uma rosacea com um grupo de simetrias diedral D, é
partir da divisdo de um circulo em 2n setores congruentes. Rotulando, “de forma circular

(consecutiva), as 2n semi-rectas fronteira destes n setores, por s,,S,,...S,,”, € nomeando a reta

que contém a semi-reta s; por |;, pode-se obter a rosécea pretendida, com os seguintes passos:

1. Colocar uma figura F (que, para além da identidade, ndo contém qualquer outra
simetria) num dos setores, por exemplo, $;e Sy ;

2. Efetuar a reflex&o de F associada a recta |y ;

3. Efetuar a reflex&o da imagem de F obtida e refleti-la segundo a reta |, ;

4. Repetir este processo usando todas as retas (id, p. 100). (Ver Figura 30, para n = 4).

\

Figura 30. Rosacea com grupo de simetria Da

Os poligonos regulares constituem exemplos de rosaceas com grupo de simetria diedral
e, de acordo com Veloso (1998), apresentam um elevado grau de simetria. Segundo Franco de
Oliveira (1997), um poligono € regular quando tem todos os lados e os angulos congruentes.

Na Figura 32, ilustram-se os tipos de simetria que alguns poligonos regulares possuem,
nomeadamente, um quadrado, um tridngulo equilatero e um pentagono regular.

18y
i

=1

Figura 31. Visualizacdo gréafica de simetrias de um triangulo equilatero, de um quadrado e de um pentagono regular
(Cabrita et al., 2008, p. 106-107)
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Constata-se que:

e O tridngulo equilatero possui 3 simetrias de reflexdo - retas que passam pelos
vértices e pelos pontos médios dos lados opostos; 3 simetrias de rotacdo associadas
ao centro da figura e de amplitudes 120°, 240° e 360°. Portanto, o grupo de simetrias
do tridngulo equilatero é de ordem 6 e designa-se por Ds;

e O quadrado possui 4 simetrias de reflexdo - retas que passam por cada par de
veértices opostos e pelos pontos médios de lados opostos; 4 simetrias de rotacéo
associadas ao centro da figura e de amplitudes 90°, 180°, 270° e 360°. Assim, 0 grupo
de simetrias do quadrado é de ordem 8, e designa-se por Dq;

e O pentagono regular possui 5 simetrias de reflexdo - retas que passam pelos vértices
e pelos pontos médios dos lados opostos; 5 simetrias de rotacao associadas ao centro
da figura e de amplitudes 72°, 144°, 216°, 288° e 360°. Logo, 0 grupo de simetrias do
pentagono regular é de ordem 10, e denota-se por Ds.

Generalizando, o poligono regular de n lados possui:

e n simetrias de reflexdo: i) caso o nimero de lados seja impar, os eixos passam pelos
vértices e pelos pontos médios dos lados opostos; ii) caso o nimero de lados seja
par, 0s eixos passam por pares de vértices opostos e pelos pontos médios de pares de
lados opostos,

e n simetrias de rotacdo: amplitudes (360/n)°, 2 x (360/n)°, 3 x (360/n)°, 4 x(360/n)°,
...en x (360/n)° (id, p. 107)

Veja-se de seguida a definicdo e tipos de frisos.

Friso é uma figura plana qualquer, constituida por um conjunto de simetrias que cumpre
a seguinte condigdo: “existe uma simetria de translacdo T de mddulo minimo # 0, tal que as
simetrias de translacéo da figura sdo todas as poténcias de expoente inteiro de T (Veloso, 2012,
p. 75). O conjunto Sim(F) é constituido por uma infinidade de simetrias de translacdo. As
translagdes do conjunto de simetrias de friso formam um grupo ciclico infinito gerado por T. A
carateristica principal dos frisos consiste em permanecerem fixos ou invariantes para uma

translacdo minima (Franco de Oliveira, 1997). Todas as simetrias de translacdo de um friso

seguem uma Unica direcdo (Breda et al., 2011), conforme alguns dos exemplos a seguir:
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Figura 32. Exemplos de frisos

Para além das infinitas simetrias de translacdo que estdo sempre presentes nos frisos,
podem existir ainda as seguintes:

e simetrias de meia-volta;

e simetrias de reflexdo de eixo horizontal e/ou eixo vertical;

o simetrias de reflexdo deslizante néo triviais (Veloso, 2012).

Existem 7 tipos distintos de simetria de frisos que apresentam estas carateristicas
(Franco de Oliveira, 1997; Breda et al., 2011; Veloso, 2012). Com base em Washburn e Crown,
Breda et al. (2011) e Veloso (2012) apresentam um conjunto de quatro letras pxyz atribuido a
cada tipo de friso:

» aprimeira letra é sempre p;

» x=moux=1

e X =m, se 0 grupo de simetrias de friso contiver simetrias de reflexdo de eixo
vertical
e x =1, se ndo se verificar o caso anterior;
» y=mouy=aouy=1
e y=1m, se 0 grupo de simetrias do friso tiver uma simetria de reflexdo de eixo
horizontal,
e y =a, se 0 grupo de simetrias do friso contiver simetrias de reflexdo deslizante
nao triviais,
e y =1, nos restantes casos;
» z=2o0uz=1
e z=2se 0 grupo de simetrias do friso tiver simetrias de meia-volta e,

e 7 =1 nos outros casos.

Desta forma, os sete tipos de frisos séo p111, p112, plal, pIm1, pm11, pma2, pmm2.
llustram-se, de seguida, exemplos de constru¢do dos 7 tipos de frisos adaptados de
Veloso (2012) e Breda et al. (2011), a partir de uma figura que ndo possui outro tipo de simetria

para além da identidade, a Figura 33.
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Analogamente a Veloso (2012), apresentam-se dois retdngulos cinzentos a direita e a

esquerda do friso para mostrar que ele se estende indefinidamente.

Figura 33. Modelo k

Friso do tipo p111

Para se obter um exemplo de friso deste tipo, considera-se um vetor @ (ndo nulo) e a

figura que contém as imagens de K pelas translagﬁesTP—Q, T@e por todas as translagdes

obtidas por composicéao destas (Breda et al., 2011).
A simetria de translacdo T de moédulo # 0, definida pelo vetor @ transforma o

desenho 0 no desenho 1 (0 1 no 2, 0 2 no 3, 0 3 no 4, e assim sucessivamente). As simetrias de
friso do tipo p111sdo as poténcias de expoente inteiro de T (Veloso, 2012).

Figura 34. Friso do tipo p111

Friso do tipo p112

Para construir um exemplo de friso deste tipo, considera-se o exemplo de friso F
construido na Figura 35. Seja O, um ponto qualquer, o centro de uma meia-volta do plano.
Obtém-se a imagem F’ por meio de uma meia-volta de centro em O. Pelo processo atrds
descrito, o friso do tipo p112 (Figura 35) é obtido pela unido de F com F’ (Veloso, 2012).

Ao friso F foi adicionada apenas a simetria de meia-volta de centro em O. Contudo,
aparecem outras infinitas simetrias de meia volta com centros nos pontos a esquerda e a direita

de O, todos sobre a reta ¢ que é o eixo central do friso. A distdncia entre dois centros
consecutivos das simetrias de meia-volta é igual a metade do comprimento do vetor PQ . Este

tipo de friso contém as simetrias de translagdo e simetrias de meia-volta em nimero infinito,

com centros sobre c (id).
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lo

Figura 35. Friso da classe p112.

Friso do tipo plal

Para obter um exemplo de friso deste tipo, fixa-se uma reta ¢ (centro do friso) e

considera-se arbitrariamente um vetor PQ (ndo nulo), com a direcéo de c. A partir do modelo K,
tomam-se os seus transformados pelas reflexdes deslizantes de eixo ¢ e segundo os vetores PQ

e @ respetivamente. De seguida, repete-se 0 mesmo procedimento para as imagens de K

obtidas. Obtém-se o friso da classe plal pela repeticdo sucessiva deste processo (Breda et al.,
2011).

A reta c, eixo das simetrias de reflexdo deslizante, € o eixo central do friso. Os vetores
que “definem as translagbes destas reflexdes deslizantes tém por comprimentos metade dos
maédulos das translagfes do friso que sdo poténcias impares da translagdo de modulo minimo”
(Veloso, 2012, p. 104). Este tipo de friso contém as simetrias de translacdo e as simetrias de

reflexdo deslizante ndo triviais em ndmero infinito (id).

Figura 36. Friso da classe plal.

Friso do tipo p1m1l

Para construir um exemplo de friso deste tipo, fixa-se uma reta c (centro do friso) e

considera-se arbitrariamente um vetor % (ndo nulo), com a diregéo de c. A partir do modelo K,

considera-se 0 motivo (Figura 37) constituido por K e o seu transformado K’ pela reflexdo de
eixo c (Breda et al., 2011).
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Figura 37. Motivo de um friso da classe plm1.

Obtém-se um friso do tipo plml considerando, para além deste motivo, 0s seus

transformados pelas translagdes T@, TQ—F; e por todas as translacdes que sdo composigdo

destas (id). Este tipo de friso contém as simetrias de translacdo e apenas uma simetria de

reflexdo horizontal de eixo c, eixo central do friso (Veloso, 2012).

Figura 38. Friso da classe p1ml.

Friso do tipo pmm2

Para obter um exemplo de friso deste tipo, fixa-se uma reta ¢ (centro do friso), uma reta
| perpendicular a ¢ e um vetor @ (ndo nulo), com a dire¢do de c. Seja J o ponto de intersecdo
das retas c e |. Considera-se o bloco B; constituido pelo modelo K e sua imagem pela reflexdo
de eixo c (Figura 39) e o bloco B constituido por By e sua imagem pela reflexdo de eixo | (Breda

etal., 2011).

Figura 39. Motivo de um friso do tipo pmm?2.
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Obtém-se o friso do tipo pmm2 considerando as imagens do motivo pelas

translacdes T%, T@ e por todas as translacfes que sdo composicao destas (id).

Figura 40. Friso da classe pmmz2.

Este tipo de friso contém as simetrias de translagdo, as simetrias de reflexdo de eixos
verticais, uma simetria de reflexdo de eixo horizontal e infinitas simetrias de meia-volta
(Veloso, 2012).

Friso do tipo pm11

Para a construgdo de um friso deste tipo, fixa-se um vetor @ (ndo nulo) e uma reta |

com direcdo perpendicular a @ A partir do modelo K, considera-se 0 motivo (Figura 41)

constituido por K e o seu transformado K’ pela reflexao de eixo | (Breda et al., 2011).

Figura 41. Motivo de um friso do tipo pm11.

Obtém-se um friso do tipo pmll, considerando as imagens do motivo pelas
translagﬁesT% : T@ e pelas translacdes que sdo composicao destas (id).

Figura 42. Friso do tipo pm11.
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Este tipo de friso contém as simetrias de translacdo e simetrias de reflexdo de eixos
verticais, em numero infinito. A distancia de dois eixos consecutivos é igual a metade da
medida de comprimento do vetor que define a translacdo de médulo minimo do friso (Veloso,
2012).

Friso do tipo pma2

Para a construcdo de um friso deste tipo, fixa-se uma reta c (centro do friso) e dois
pontos distintos P e Q de c¢. Seja M o ponto médio do segmento de reta [PQ]. Considera-se o
bloco B (Figura 43) constituido por K e o seu transformado K’ pela rotacdo de centro em M e
medida de amplitude 180° (Breda et al., 2011).

Figura 43. Bloco B de um friso da classe pma2.

Considera-se a reta I, que passa por Q e é perpendicular a c. Seja 0 motivo constituido
por Be o seu transformado pela reflexdo de eixo | (id).

2f) I

-

Figura 44. Motivo de um friso da classe pma2.

Obtém-se o tipo de friso pma2, considerando-se as imagens do motivo pelas translacdes

sz, TZ@ e pelas translagGes que s&o composicOes destas (id:ib).
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Figura 45. Friso da classe pma2.

Este tipo de friso contém as simetrias de translacfes, simetrias de reflexdes de eixo
vertical, infinitas simetrias de reflexdao deslizante ndo triviais e infinitas simetrias de meia-volta
(Veloso, 2012).

De seguida, apresenta-se o fluxograma de Washburn e Crown para classificacdo de

frisos.
Existem simetrias de reflexdo
de eixos verticais?
Siml 1Nﬁo
Existe wuma simetria de Existe uma simetria de reflexfo de eixo
reflexdo de eixo horizontal? horizontal ou de reflexdo deslizante?
Sim Nio Sim Nio
.
Existe uma simetria Existe uma simetria de Existermn simetrias
de meia-volta? reflexdo de eixo horizontal? de meia-volta?
Siml JNED Siml lNﬁD Siml 1NED
L 3
pmm2  pmal pmlil pimi plal pIiz plii

Figura 46. Fluxograma de Washburn e Crown para classificacdo de frisos (Veloso, 2012, p. 111)

Relativamente a estes aspetos, Veloso (1998) realca que é necessario valorizar o estudo
das transformacbes geométricas pela sua importancia no ensino da Geometria, tendo como
ponto de partida o desenvolvimento de intuicBes que os alunos ja possuem e gradativamente a
sua formalizagdo ao longo de toda a escolaridade. De acordo com Bastos (2007), o estudo das

transformacdes geométricas pode promover a compreensdao da riqueza da area da Geometria
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pela diversidade que apresenta, pela possibilidade de se estabelecer conexfes entre temas

matematicos e entre estes e o dia-a-dia e/ou outras areas disciplinares.
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