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1 Oppervlakteberekening

Voorbeeld 1:
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dz
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Figure 1: https://www.geogebra.org/m/QXvvebTK

Voorbeeld 2:

Voorbeeld 1

Bepaal de opp van het gebied begrensd door
de x-as, de grafiek van f(x)=x>+3x
en de grenzen x=-2 en x=1

x =-07
Yi .
opp = Zyi-dw
7 + 3z P
T -0 7 1
opp = / 0— (z*+ 3x)dz+ ] (mz + 32) — 0dx
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Figure 2: https://www.geogebra.org/m/QXvv6bTK

Voorbeeld 3:


https://www.geogebra.org/m/QXvv6bTK
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Voorbeeld 2
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Figure 3: https://www.geogebra.org/m/QXvv6bTK

Voorbeeld 4:
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Voorbeeld 3
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Figure 4: https://www.geogebra.org/m/QXvvebTK
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2 Lengteberekening

Oplossing:
; We verdelen [a,b] in n deeltintervallen (met n groot).
H . In elk deelinterval [x;x., ;] kunnen we de grafiek van f benaderen
door het lijnstuk L; met lengte:
E ! 1Ll = /i1 = 5+ (Fsi51) — F())? = /B2 + Ay
; E Door de middelwaardestelling van Lagrange weten we
JEP i i . X X j
: e - dat in het interval [x,x;, ] er een punt x.* is zodat
LA f(x; 4 )-F06) =F (6 ¥) (% 1 %)
Ayi=f'(xi*).'1\.xi
Gegeven: _ -y _ 7,
De functie f afleidbaar in [a,b] en f continu in [a,b] ILil = \/Ax'z +If (xi*)]Axiz - \/1 +If (xi*)lzﬂxi
Gevraagd: n
Bereken de lengte van de grafiek van f begrensd door de L~ Z 1+ f(x%)? - Ax; b N >
punten (a,f(a)) en (b,f(b)) i=1 X _ dy
" L=/ 1+ f/(x)2dx Of'-—fa \1+(d7> dx
L= lim Y /1+F(x)?-Ax a
M4 <« 10710 » m 2 s EB T

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/C4h9qQaq

3 Inhoudsberekening bij omwentelingslichamen

f(x)=|2sqrt(x) f(x) =2z
t fiek
S, p e Toon rechthocken
bsp |]—e 0] e—n0

roteer rechthoeken

vulling rechtoeken vulling cilinders
Afleiding formuleZet het aantal rechthoeken (n) op 1 Y e

——

Inhoud cilinder = opp grondvlak - hoogte

oppervlakte grondvlak : - f(x)*
hoogte : Az,

=7 f(e)? Az

= Volume n cilinders: Y m- f(x)*Ax;
=

= Volume omwentelingslichaam :

n
V=l . YAz,
anmi;" fz) Aa;

b
V= 7r/ F(x)’de

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/b5DgDWuM
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[ Bepaal het volume dat bekomen wordt door het vliakdeel in het eerste kwadrant begrensd door
¥ =8z en r =2 te wentelen rond de x-as

R

-2 0
dx

X =1.35

2 2
V = f my’dy =7 f 8xdr = [411':1:2][2) = 167
0 0

2. Bepaal het volume dat bekomen wordt door het vlakdeel begrensd door yz = 8z en x = 2 te wentelen rond de rechte & = 2
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Figure 7: https://www.geogebra.org/m/b5DgDWuM
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3. Bepaal het volume dat bekomen wordt door het vlakdeel begrensd door y2 =8z en z = 2 te wentelen om de y-as

y =2.35
B —————
te roteren vlakdeel

D vlakdeell
viakdeel 2

4. Bepaal het volume dat bekomen wordt door het viakdeel begrensd door y = 4r — #* en de x-as te
wentelen rond de rechte y=6

le roteren viakdeel I:]vlakdeel [:]vlakdeel

1 1
V= ﬂ'/ 6%de  — ‘/T/ (6 —y)’dx
Jo

0

14087

1
! V= ﬂ] 48z — 28z + 8x° — zldx
A 15

-2

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/b5DgDWuM

4 Differentiaalvergelijkingen

4.1 Scheiding der veranderlijken

Oplossen DV: methode scheiding der veranderlijken

Voorbeeld 1: Voorbeeld 2:
R '=XY+X
Y “y—1 y =Xy
dy @ dy x?
. opl: L = (y+ 1) mly+1]=%
Ol =91 do ehly+1]="5+0C
dy 1 = e54C — % . o€ = Ces
& (y—1)dy = ode ® 1= @yl =ertt=cr.ef=Cel
2
@/y—ldy:/wdm @/%:/zd«: @y+1=C-er
2
v Sy=-14+C-e7
y? pe]
Sy TV=Eg +C Dit wordt een expliciete oplossing genoemd.

Dit wordt een impliciete oplossing genoemd

W o« 18718 »m wm

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/rymragnh
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4.2 Groeimodellen

k=07 Exponentiéle groei
v . DV:y =ky ,keR
o=
dy
—— =ky & dy = kyds
[ Toon raakveld dx Y vaw
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Figure 10: https://www.geogebra.org/m/f6tcwvzw
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5 Toepassingen uit de economie

5.1 consumenten en producentensurplus

prijs Bepalen evenwichtspunt

ES r=2
)

Consumenten surplus:
2 ) z—5) 2
(x—5)%de —2-9 = @E=57 g
Jo 3 °

44
= — x~ €14.67
3

producenten surplus:

2

2 13 1.2
2.9—/ 2%+ 2+ 3dz =18 — [—+—+3z}
o 32

stuks 0
3 os 1 1s oz 2s 3 35 4 a5 s 55 6 &5 7
De vraagfunctie van de consumenten is de grafiek van p=D(x), —18 8 246) = 22 ~€7.33
welke de prijs per eenheid weergeeft dat de consument wil betalen _ 2 =713 +2+6)= EXa

D(z) = (x —5)

voor x stuks van het product
De supplyfunctie van de producenten is de grafiek van p=5(x),
welke de prijs per een heid weergeeft dat de producent bereid is te accepteren

voor de verkoop van x stuks B
S(x)=2*+z+3
Het evenwichtspunt s het snijpunt van beide grafieken

Figure 11: https://wuw.geogebra.org/m/d8kbjdvb

6 Toepassingen uit de wetenschappen

6.1 positie-snelheid-versnelling

m t=3
s %] - Gegeven: v(t)=2t-2 met xg =1-2
7 positie t.o.v. de oorsprong:
[ methode 1

() methode 2 g4y — /2t—2dt<:)z(t):t2—2t+c
z(0)=0"—2.04+c=-2&c=—2

a(t) =12 — 26+ (—2) = x(3) = 1[/"4([%} . [5])

5 13 7 5 o o 11 12 i3 14 1is 18 17 18 1 20 21 22 23 24 25 26 27

Totale afstand afgelegd:

1 3
Tior = —/ 2t—2dt+/ 2t —2dt= 1+4=5[m]
0 1
A
2 11 -1 e 8 7 s 5 a4 3 2 1 0o 2 3 1 5 13 7 5 o o 11 12 13 ia 15 16 17 18

Figure 12: https://wuw.geogebra.org/m/vxxakKKUh

6.2 Chemische reactie

De tijd T nodig om een hoeveelheid zy (moleculen) te creéren van vertrekkende van 2 ingrediénten
met beginhoeveelheid a en b (a > b > 0) kan berekend worden via

xg k
T:.[o EEDICED

met k een positieve constante
1. Bepaal de tijd T nodig om een hoeveelheid x = x( te produceren

2. Waar zal T naar toe gaan als zg - a
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7 Oneigenlijke integralen

Type 1

Een integraal is een oneigenlijke integraal type 1 als het integratie-interval niet begrensd is.

°
I

oa b
[ l dx = lim l dx
1

x botoo J; @

s b
= lim_[in(jz))]}

= lim_[(in([6])) — (0)]

= Jm ()

= o0

divergent

Type 2

Een integraal is een oneigenlijke integraal type 2 als de functie niet continu is in het integratie-interval

Voorbeelden :

a f(x) = In(z)
; | =T folln(z)dzz‘}irgfal In(x)dz

1
a

alir{]l‘[:c In(z) — x|

a]i_)l{]l_(—l) — (a In(a) —a) = -1

) In(@)zE, L )
lim zln(z) = lim #) = lim—*-=lim-x =0
z—0 =0 L B

1> z

Convergent

Figure 13: https://wuw.geogebra.org/m/RsE37tum

8 Oefeningen

8.1 Oppervlakteberekening
1. Bereken de oppervlakte tussen de grafiek van de gegeven functie en de x-as
(a) f(x)=2+3x+2 met xe€[0,2]
(b) g(x) =sin(2z) + 2cos(x) met x € [0,27] (antw. A=8)

(©) f(@)=2-Vi-a?

2. Bereken de oppervlakte tussen de grafieken van de gegeven functies (en eventueel de opgegeven
grenzen):

(a) Y’ =z enz-y=2

10
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opp tussen de krommen

y=2zx—4en y=a-2x—1

3.

2.

(b) y?>=4x eny=2x-4

(¢) y=—zeny=v16 -6z en y=0

(d) y=cos(z) eny=cos’(xr) en x=0en z =7 (antw A=2)
() y=x-1en y?=2r+6 (antw. A=18)

(f) f(z)=-2?+2r+3en g(x) = (3-2)e®

)

(g) 10 extra oefeningen op de website:
Lg\ossmg stap = 0

HDEOOE
OB

eeeeee

Figure 14: https://wuw.geogebra.org/m/QXvv6bTK

Bereken de oppervlakte van het gebied, begrensd door de kromme y = 2% — 322 + 5, de X-as
en de verticale lijnen door het maximum en het minimum van de gegeven functie. Maak een
duidelijke tekening! (antw. A=6)

Bereken de opp van het gebied begrensd door de kromme y = /3

y = tan(wx/4) die de oorsprong bevat. (antw. A== (37 - 8In(2)))

en de component van

Bepaal de vergelijking van de rechte L door de oorsprong die het gebied tussen de grafiek
van de gegeven functie en de X-as in twee gebieden verdeelt met dezelfde oppervlakte.

(a) y=-22+ 6z (antw. y = (-3V4 +6)x)
(b) y=2z-22

Bereken de oppervlakte tussen de grafiecken van y = ksin(kz) en y = 2k — ksin(kx) over het
interval [0, 7]

Lengteberekening
Bereken de lengte van de gegeven krommen tussen de aangegeven waarden:
(a)
(b)
(c)
(d)
)

Y= 23 tussen x=0enz =5

24xy=ax* +48 tussen x =2 en x =4

T = y2 tussen y=0en y=4
2 _1 _3
d) y=In(l-z°)enxz=genz=73
(e) y=1ta(ei+e @) tussenz=0enz=a

Bepaal m.b.v. een GZRM de lengte van de kromme y = V4 — 22 van z = 0 tot en met x = 4.
Hoe had je deze lengte ook nog kunnen bepalen?

11
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8.3

1.
2.
3.

Inhoudsberekening
Bereken de inhoud van een bol met straal r
Bereken de inhoud van kegel met straal r en hoogte h
Bereken de inhoud van een torus

Bepaal het volume bekomen door het vlakdeel begrensd door y = 422, = 0, y = 16 te
wentelen om de y-as (Antw. 327)

Het punt P is het punt waar de grafiek van y = 2> — 3z een minimum vertoont. Door rotatie
van het vlakdeel begrensd door de grafiek en de raaklijn in dit minimum rond deze raaklijn

ontstaat een ajuinvormig lichaam. Bereken de inhoud ervan. (opl. Inh= 7?;”

Bepaal het volume bekomen door het vlakdeel begrensd door y = x en y = \/x te wentelen
rond de rechte y = -1 (opl: 3)

Bepaal het volume bekomen door het vlakdeel begrensd door y = 22, y = 4z — 22 te wentelen

rond y =6 (Antw. MT”)

Bereken de inhoud bekomen door het vlakdeel, begrensd door de grafiek van f(z) = bsin (%” ),
z=0en z =a te wentelen om de x-as. (opl. V = %172)

Zij R het gebied begrens door de krommen y = 0 en y = 2

de inhoud van het omwentelingslichaam bekomen door R te wentelen rond y = -1 (opl.

+z entussen x =0 en z = 1. Bepaal
277r)
10

Differentiaalvergelijkingen
Bepaal de algemene oplossing van de volgende differentiaalvergelijkingen

(a) y—2y =0
(b) yW1-22+2y=0

d
(c) 50 = y*Inz met y(1) =2

dx
dy vz
(@) 7 et y(0) =3
2
() "= 3
(f) sinzdy —coszdx =0
(8) ¥ =y

Leid de algemene oplossing af voor een logistisch groeiproces

Toepassingen uit de economie

1. Bereken het consumer surplus en het producer surplus bij het evenwichtspunt

(a) D(z) = —%x +9en S(z)=1z+1

(b) D(z)=(z-4)%en S(z) =2%+22+6

(¢) D(x)=(x-6)%en S(x) = 2*

(d) D(z)=(z-3)%>en S(z) =2 +22+1

De marginale kost voor het produceren van goedkope digitale fototoestellen wordt (bij be-

nadering) gegeven door K'(q) = 0.09¢> —2q+50 waarbij q het aantal geproduceerde toestellen
per uur voorstelt

(a) Bereken de kostenfunctie K(q) als het bedrijf 1000 euro nodig heeft om de productie te
starten

(b) Bereken de extra kosten bij een productieverhoging van 20 naar 30 toestellen per uur
door gebruik te maken van integralen.

12



3.

8.6

Bij de firma Taktik worden projectieklokken geproduceerd. De marginale kost wordt be-
naderd door K'(q) = 3¢*> - 30g + 73 en de marginale winst door W'(q) = —3¢* + 30q — 48
waarbij q het aantal klokken voorstelt dat per uur geproduceerd wordt. De vaste kosten
bedragen 15 euro.
(a) Bereken de kostenfunctie K(q)
(b) Hoeveel kost 1 projectieklok in de winkel?
(c) Bereken de winstfunctie W(q)
)

(d) Hoeveel klokken per uur moet de firma produceren om een maximale winst te hebben?
Hoeveel bedraagt die maximale winst?

toepassingen uit de wetenschappen

. Een puntdeeltje beweegt zich op een rechte lijn met een snelheid van v(t) = 3t — 24t + 36 [%],

met 0<t<6

(a) Bepaal de positie na 6 [s]. (A. 0[m])
(b) Bepaal de totaal afgelegde weg na 6 [s]. (A. 112[m])

. Een puntdeeltje bevindt zich op ¢ = 0 in de oorsprong en beweegt zich met een snelheid van

o(t)=2t-2[2]

(a) Bepaal de positie na 5 [s].
(b) Bepaal de totaal afgelegde weg na 5 [s].

. Een voorwerp beweegt zich langs een rechte lijn met snelheidsfunctie v(t) = 2 — 3t + ¢ [%]

Op het tijdstip ¢t = 0 bevindt zich het voorwerp 2 m rechts van de oorsprong. Bepaal de
positie na 4 [s].

. Een bal rolt over een weg met een beginsnelheid van 8 [%] Omwille van de wrijving neemt

de snelheid af met a(t) = -2 [S%] Hoe ver zal de bol rollen? (Antw. 16 [m])

. Een deeltje beweegt langs de x-as met versnellingsfunctie a(t) = 2t — 2 [S%] Op het beginti-

jdstip bevindt het deeltje zich in x = 5[m]. Een seconde later beweegt het deeltje met een
snelheid van 4 meter per seconde naar links.

(a) Bepaal de snelheidsfunctie v(t) en de afstandsfunctie x(t).
(b) Waar bevindt het deeltje zich na 3 [s]

. De snelheid van een auto in functie van de tijd is gegeven door de volgende vergelijking:

v(t) =t*[2]
(a) Bepaal de verplaatsing tussen O[s| en 3[s]

(b) Bepaal de gemiddelde snelheid in dit interval om dezelfde verplaatsing te bekomen en
het tijdstip waarop deze snelheid wordt behaald.

. De snelheid waarmee het bloed stroomt doorheen een bloedvat met straat R en lengte I op

een afstand r van de centrale as wordt gegeven door

P

= (R*-r?)

v(r)
met P het drukverschil tussen het einde en het begin van het bloedvat en 1 de viscositeit van
bloed. )
bepaal de gemiddelde snelheid over het interval 0 <r < R (A. v, = 1251 )

13



8.7 Oneigenlijke integralen
1. Bereken de volgende oneigenlijke integralen:

(a dz

x4+1

)
(b) f0+00 ln(ac)d
(c) +°°e zda:
)
)
)

(d [*"" e®da
(e e da
(f

—oo +4z+5
2. Bereken de volgende oneigenlijke integralen

a 0082((13) dx

(a)

(b)f“da:
(c)f1 S
)
)

(d fo
(e

=

3. De snelheid waarmee een griepvirus zich verspreidt kan gemodelleerd worden door volgend
functievoorschrift:

r(t) = 1000te™ 05

Bepaal het totaal aantal personen dat ziek geworden is.
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