Kettenregel

Wir suchen die Ableitung einer Verkettufig g von zwei Funktionen. Genauer wollen wir die
Ableitung (f o g)'(x,) an einer Stelle, berechnen, wenn wir wissen, dasan der Stelle,
und f an der Stellgy(x,) differenzierbar ist. Das Ergebnis wird bekanntlatiten:

(feg) (xo) = ((f’ °g) - g’)(xo) = f'(g(xo)) - g'(xo)
Diese Formel irritiert regelmafig und vor allem Haktorg' (x,), der ,nachdifferenzieftwird,
sorgt flr Verwirrung. Bevor wir uns den Allgemeilifanschauen, wollen wir uns zunachst auf
lineare Funktione(x) = T(x) = ax + b beschranken. Durch die Kompositifr T wirde
die Stellex, erst mit dem Faktos multipliziert und zum Produktwert wirde nobhaddiert
werden. Die Wirkung auf den Graphen vbist wohlbekannt. Er wiirde zunachst wh be-

zuglich derx-Richtung verschoben und anschliel3eitid ¢ = 0) mit dem Fakto% beziglich

dery-Achse gestreckt werden. Da wir flr unsere Ableggem Differenzenquotienten bzw. die
Steigungen von Sekanten des Graphen betrachtghebenahe, die Wirkung vdh auf die
entsprechenden Steigungsdreiecke eingehenderexsuchien. Genau dies kann mit dem App-
let geschehen.

Mit den Schiebereglern lassen sich verschiederailamFunktioneff(x) = ax + b einstellen
und die Veranderungen am Graphen lassen sich s@ohivollziehen. Wie schon im Vorfeld
diskutiert wurde, bewirkt eine Anderung des Paransgi lediglich eine Verschiebung des
Graphen — und wie man im Applet sieht, auch deg@tgsdreiecks. Somit hat er keinerlei
Einfluss auf die am Punit’ gemessene Steigung. Anders verhalt es sich mitRemameter
a. Wenn wir ihn andern, so nimmix’ zu oder ab... genauer igtx’ = xy —xpr =

G (xo — b)) — (i (xp — b)) = i (xg —xp) = i - Ax fur a # 0. Somit aber ist die Steigung

in P’ gleichi—z: = % =a- yQA;xyP =a- i—i’. Fur eine Verschmalerung vax' (ein wach-
sendesz) nimmt die Steigung i’ zu — und umgekehrt. Genauer ist sie gleich derdukto
vona und der Steigung am urspringlichen PunhkDies liefert uns auch sogleich die Interpre-
tation eines ersten Teils der obigen Formel. Deachdifferenzierte” Faktorg’(x,) =
T'(x,) = a berlcksichtigt die Anderung der Tangentensteignrdyech die mitT' einherge-
hende Streckung des Graphen yon

Es bleibt jetzt nur noch zu klaren, an welcherl8idie Ableitungf’ ausgewertet werden muss.
Im nachstehenden Bild sieht man die Urbil#arndQ auf dem Graphen vghund auf welche
PunkteP’ undQ’ sie durch die Komposition vgfimit T in Folge der Verschiebung und Stre-
ckung des Graphen abgebildet werden. Der Fokutifiregpplet daher auch weniger auf einer
vorgegebeneBtellex,, sondern darauf, wie mag wahlenmuss, damiT (x,) = xp ist. Damit
ist die gesuchte Stelle aber auch schon identifizés musy”(xp) = f'(T(x,)) als die ur-
sprungliche Tangentensteigung berechnet werden.
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Die Kettenregel konnte sodann wie folgt formuliedrden:

»Ich mochte die Ableitung vahe T an der neuen Stelle, wissen, also schaue ich,
welche Steigung die Funktighan der urspriinglichen Stell&(x,) hatte und beriick-
sichtige die Streckung des Graphen yomit dem Faktof’ (x,)."

Insgesamt erhalten wir fur die Steigung der Targen®’ an den Graphen vghe T den Aus-
druck:

f(T(x0)) - T'(x0)

Dies ist zugleich die rechte Seite der Kettenréigrey = T.

Fur die Plausibilisierung der Kettenregel mit eiabgemeinenifinerer) Funktiong betrachten
wir die Funktionf o g in unmittelbarer Nahe des PunkfsIndem wir nur nahe genug an den
Punkt P’ heranzoomen, werden die Graphen vong und foT mit T(x) = g'(x,) -

(x — x¢) + g(x) nahezu ununterscheidbar. Nachfolgend sind dienésentlichen Spieler fur
f(x) =0,1x3 — x + 1 undg(x) = 0,05x2 — 2 gezeigt.
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Wenn wir nur gentigend nah Bhheranzoomen, so sehen wir die versprochene Verdzhny
vonfogundfoT.

Dabei ist es unerheblich, ob die Graphen noch Kmienmung zeigen oder schon annahernd
linear sind. Entscheidend ist lediglich, dass derlduf des Graphen vghe g in genligender
Nahe vonP’ durch den Graphen vghe T korrekt wiedergegeben wird. Es sollte ferner kein
Zweifel daran bestehen, dass die Tangentét an die Graphen vofic g undf o T Uberein-
stimmen. Der Vollstandigkeit halber zoomen wir ancith einmal an den Punft,|g(x,))
heran und betrachten die Graphen yamndT in seiner Nahe genauer.
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Die vorzigliche Approximation vog durchT fur gentigend kleine Abweichungen venist
naturlich der tiefere Grund dafir, dass die Graplwryf o g undf o T so gut Ubereinstimmen.
Ohne dass wir damit einen Beweis ersetzen konh&rchnen wir nun die Tangentensteigung
in P" an den Graphen vghe g, indem wir sie gleich der Tangentensteigung’imn den Gra-
phen vonf o T setzen, und erhalten so

(f o 9)' (o) = (f o ) (x0) = f'(T (x0)) - T' (o)

mit T(x) = g'(xg) - (x — x0) + g(xp), also T(xy) = g(xp) und T'(x) = g'(x), mithin
T'(xy) = g'(x). Nach Einsetzen in die voranstehende Gleichurigrtidies:

f’(g(xo)) - g'(x0)




Im Allgemeinfall erfahrt der Graph vghalso eine von der Stelig abhangige Streckung, die
mit dem Faktoly’(x,) beriicksichtigt wird, und die noch benétigte ursigliche Steigung des
Graphen vory finden wir an der Stellg(x,). Die gesuchte Steigung des Graphen fiery
an der Stellec, ist dann gleich ihrem Produkt.



