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1.3 数列极限的计算（技能训练） 

【内容分析】 

本节主要进行
∞

∞
型、∞-∞型、𝟏∞型三种类型的数列和函数的极限的计算技能训练。 

不同层次的学生要求不一样, 1∞型不要求仅学分考的学生。 

【教学内容】 

类型一、"
∞

∞
"型,有理函数的极限（a0 ≠ 0, b0 ≠ 0, 𝑚, 𝑛为非负整数） 

类型二、"∞-∞"型,分子有理化的方法 

类型三、"1∞"型,两个重要的极限之欧拉数 

【重点与难点】 

1. 重点
∞

∞
型有理函数的极限；∞ − ∞型分子有理化的方法. 无穷小的概念；无穷小的性质； 

2. 难点1∞型欧拉数列的极限; 无穷大的概念；无穷小的性质. 无穷大和有界的关系 

【知识和能力目标】 

1.在掌握
∞

∞
型有理函数的极限计算的基础上化简的原理，学会一题多解。 

2.在掌握∞-∞型 分子有理化的方法基础上，学会函函数进行类型的类类，能类纳并总结各种类型 化简的一

题多解的方法和化简的技巧。 

3.在深刻理解无穷小的概念的基础上，学会无穷大与无穷小的转化，会用无穷小的五个性质进行数列极限

运算。 

【过程和方法目标】 

1.首先,在作业基础上，掌握
∞

∞
型有理函数的极限 ，化简的技巧和方法，一题多解，特别是通过分子分母同

除以最高次幂，把无穷大量转换成无穷小量的方法，鼓励学生能总结出公式，并能熟练应用，强化练习。 

2.然后,在训练∞-∞型转化成
∞

∞
型的分子有理化的方法。 

3.接着,难点1∞型欧拉数列的极限, 的突破，把握指数运算法则的熟练应用的关键, 典型例题积累化简技巧。 

【情感态度和价值观目标】 

1在数列极限的计算过程中,鼓励学生口答， 动手实践，反复练习，熟能生巧，培养劳动意识。 

2. 进行 GGB 实验、演示分析，突破难点，培养数学建模和数学软件的应用能力。 

3. 组织启发、 口答、 讨论、探究等课堂活动养成自主、探究、反思的学习习惯；培养学生交流沟通

，团队合作、竞争自信的职业素质和诚实认真的道德品质。 

课堂教学活动 

环节一、课前反馈活动 

【课前计算技能训练活动】 

例题 化简技巧与方法 

④ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
1

1 ∙ 2
+

1

2 ∙ 3
+ ⋯ +

1

𝑛 ∙ (𝑛 + 1)
) = 

 

1.裂项法，相消项，最后剩下首相和末项

，再运用四则运算和无穷小的性质计算 

①  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛

2𝑛+3
= 

 

2.添一项减一项后再进行裂项，化成四则

运算 

 

②  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛2

𝑛+1
= 

 

3.先添一项减一项后分解因式，再裂项，

化成四则运算 

③ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

2𝑛+5

3𝑛2−2𝑛−1
=？试一试？ 

 

4.★通过分子分母同除以最高次幂，把无

穷大量转换成无穷小量，就可以运用四则

运算了 
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【作业讲评】 

聚焦问题题：思考下列数列有什么特点？是前面我们介绍的什么函数？可以直接用四则运算法则吗？为

什么？你想用什么化简技巧化简呢？能想出来几种方法？分别说一说他们的原理吧？ 

师生探究 

想一想：③可以用⑥⑦的方法吗？想一想？你有更简便的方法吗？个人独思，给出解决问题的方法 

评一评：学生点评，找出问题. 

议一议：针函问题，学生讨论. 

试一试：下面三个题题，如何转化成已有的知识运用四则运算法则或无穷大小的关系进行计算？ 

例1.完成下列三个题题的证明 

1. lim
𝑛→+∞

𝑛

2𝑛 + 3
= =

𝟏

𝟐
 

解：可以用作业中方法4的化简技巧： 

第一步:分子分母 同除以最高次幂 

  原式 =  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒏
𝒏

𝟐𝒏
𝒏

+
𝟑
𝒏

= 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝟐 +
𝟑
𝒏

              

第二步：运用四则运算法进行计算 

=
𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞
𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟐 + 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟑
𝒏

=
𝟏

𝟐 + 𝟎
=

𝟏

𝟐
 

思考： 
1.第一步化简技巧的原理和方法是什么？ 

答：这样把最高次幂转化成常数, 比它低的幂转化成无穷小量,  
2.第二步为何能用四则运算法则？ 

答案：①因为常数和无穷小量的极限都存在；②而且是有限次运算；③分母的极限不是𝟎 

2. lim
𝑛→+∞

𝑛2

𝑛 + 1
= ∞ 

解：可以用作业中方法4的化简技巧： 

第一步:分子分母 同除以最高次幂 

      𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑛2

𝑛2

𝒏
𝑛2 +

𝟏
𝑛2

= 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝟏
𝒏

+
𝟏
𝑛2

              

第二步：运用无穷大、无穷小的性质进行计算 

根据无穷大和无穷小的关系—无穷大的倒数是无穷小 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
= 𝟎， 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

𝟑

𝒏
= 𝟎， 

根据无穷小的性质或四则运算法则， 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
+ 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

𝟑

𝒏
= 𝟎 + 𝟎 

根据无穷大和无穷小的关系—无穷小的倒数是无穷大 

所以，原式 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏
𝟏

𝒏
+

𝟏

𝑛2

= 𝟎 

3. lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 5

3𝑛2 − 2𝑛 − 1
= 0 

解： 

第一步:分子分母 同除以最高次幂 

    原式 =   𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

2
𝑛 +

5
𝑛2

𝟑𝑛2

𝑛2 −
𝟐𝒏
𝑛2 −

𝟏
𝑛2

= 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

2
𝑛 +

5
𝑛2

𝟑 −
𝟐
𝑛 −

𝟏
𝑛2

             

第二步：运用四则运算法进行计算 
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=
𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

2
𝑛

+ 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

5
𝑛2

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟑 − 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟐
𝒏

− 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏
𝑛2

=
𝟎 + 𝟎

𝟑 − 𝟎 − 𝟎
= 𝟎 

说一下：第二步分别运用了无穷大和无穷小的什么性质？ 

老师答疑解惑，达成共识，师生类纳总结：有理函数𝒏 → +∞时的极限 

环节二、新授 

类型一、"
∞

∞
"型，分子分母同时除以最大的数 

 

【练一练】 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

4𝑛2 − 3𝑛 + 2

3𝑛2 − 2
 

答案：
4

3
 

【分组抢答】个人独学，学生讲一讲5分钟  

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

2𝑛2 + 2𝑛 − 3

5𝑛2 − 3𝑛 + 1
 

解析:
2

5
               

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛2 − 3𝑛 + 4

𝑛 + 3
 

解析: ∞                  

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛 + 3

𝑛2 − 3𝑛 + 4
 

解析: 0 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

3𝑥3 + 2𝑥 + 4

2𝑥3 − 1
 

解析:
3

2
 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

2𝑥4 + 𝑥 + 4

2𝑥5 − 1
    

解析: 0 

6.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

3𝑥4 + 𝑥 + 1

2𝑥3 − 1
 

解析: ∞ 
★★【高阶训练】小组合作讨论，课堂重点练习15分钟 

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1 + 2 +⋅⋅⋅ 𝑛

𝑛2
     

解：下列哪位同学做的函呢？ 

方法一:运用四则运算法则，原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛2
+ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

2

𝑛2
+ ⋯ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

𝑛

𝑛2
= 0 

类型一、"
∞

∞
"型,有理函数的极限（𝐚𝟎 ≠ 𝟎, 𝐛𝟎 ≠ 𝟎, 𝒎, 𝒏为非负整数） 

lim
𝑛→+∞

𝑎0𝑥𝑚 + 𝑎1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑎𝑚

𝑏0𝑥𝑛 + 𝑏1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑏𝑛
= {

0, 当𝑛 > 𝑚时,
𝑎0

𝑏0
， 当𝑛 = 𝑚时,

+∞ 当𝑛 < 𝑚时.

 

【注意事项】 

①适用类型：有理函数“
∞

∞
”型 

②条件：自变量𝑛 → +∞.  
③方法：分子分母除以最高次幂； 

④原理：把无穷大转换成无穷小，就可以运用四则运算法则进行计算. 

⑤分子分母函应的多项式是有限项,不是有限项的先转化成有限项. 
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方法二: 原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1
𝑛2 +

2
𝑛2 +⋅⋅⋅

𝑛
𝑛2

𝑛2

𝑛2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1
𝑛2 +

2
𝑛2 +⋅⋅⋅

𝑛
𝑛2

1
(第一步) 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛2
+ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

2

𝑛2
+ … +  𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

𝑛

𝑛2
=   0 + 0 + ⋯ +  0 = 0? ? ? ?    (第二步) 

方法三:因为分母的最高次幂是𝟏,分母的是𝟐, 所以 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1 + 2 +⋅⋅⋅ 𝑛

𝑛2
= 0? ? ?   

 方法四: 原式 =   𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛(𝑛 + 1)
2

𝑛2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

𝑛2 + 𝑛

2𝑛2
=

1

2
? ? ? 

【易错点】 
解析：注意 
方法一: 极限的四则运算法则只适合有限次运算，因此本题不能直接运用四则运算法则， 
一定要明确高等数学中有限和无限是有区别的； 
方法二：第一步：是分子分母 同除以最高次幂，这样把最高次幂转化成常数, 比它低的幂转化成无穷小量,
常数和无穷小量的极限都存在. 这一步没有问题。 
但是第二步但是这个题由于是无穷次运算，不适合四则运算法则的条件，所以这一步有问题。 
方法三： 公式法 的本质是通过化一系列的化简运算转化成四则运算.所以多项式也应该是有限个项,不是有

限次的要先转化成有限次。 

所以，正确的解法是方法四: 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑎𝑛2 − 𝑏𝑛 + 𝑐

3𝑛 − 2
= −1, 求𝑎, 𝑏, 𝑐 

解析：本题可以直接用结论分析，因为极限是常数1，所以分母的最高次幂只能是1,则𝒂 = 𝟎且
−𝑏

3
= 1 

𝒄的确定是难点, 我们要回类公式的本质, 在第一步过程中发现, 最高次幂低的幂都化成了 
常数 × 无穷小的形式 = 无穷小,因此与常数无关 
所以𝒄 = 任意常数. 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(2𝑥 − 1)2

(3𝑥 + 2)2
=                                                     

 解： 

化简技巧一：聚展开 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

4𝑥2 − 4𝑥 + 1

9𝑥2 + 12𝑥 + 4
=

4

9
 

思考：需要展开吗？ 

化简技巧二：观察发现最高次幂是2,聚直接除以𝒙𝟐就可以 

第一步：分子分母同除以𝒙𝟐,得 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(2𝑥 − 1)2

𝒙𝟐

(3𝑥 + 2)2

𝒙𝟐

 

第二步：把𝒙𝟐拿到括号里面，并化简得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
2𝑥 − 1

𝒙 )
2

(
3𝑥 + 2

𝒙 )
2 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

(2 −
1
𝒙)

2

(3 +
2
𝒙)

2 

第三步：运用四则运算法则,得 

=
(2 − 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1
𝒙)

2

(3 + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2
𝒙)

2 =
22

32
=

4

9
 

本题可以积累化简的技巧，可以解决高次多项式得题题，如下4: 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(2𝑛 − 1)20(3𝑛 + 4)30

(5𝑛 + 3)50
 

解：方法一： 



 《高等数学》基础篇——1.极限与连续 第 3/6 讲 

5 

 

第一步：分子分母同除以𝒏𝟓𝟎,得 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(2𝑛 − 1)20(3𝑛 + 4)30

𝒏𝟓𝟎

(5𝑛 + 3)50

𝒏𝟓𝟎

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(2𝑛 − 1)20

𝒏𝟐𝟎 ×
(3𝑛 + 4)30

𝒏𝟑𝟎

(5𝑛 + 3)50

𝒏𝟓𝟎

 

第二步：把𝒏拿到括号里面，并化简得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
2𝑛 − 1

𝑛 )
20

(
3𝑛 + 4

𝑛 )
30

(
5𝑛 + 3

𝑛 )
50 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

(2 −
1
𝒏)

20

(3 +
4
𝑛)

30

(5 +
3
𝒏)

50  

第三步：运用四则运算法则,得 

=
220 ∙ 330

550
 

方法二：如果本题是小题，不需要步骤我们直接分析就行，需要对多项式得性质很熟悉。 

观察发现分子的最高次幂是50，系数是220 ∙ 330；分母的的最高次幂是50，系数是550，所以得到
220∙330

550 . 

本公式由于本质是因此本方法不仅适用于有理函数，还适用于以下
∞

∞
型的题题,由此本方法可以作如下拓展 

【拓展】 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

4𝑛+2𝑛

5𝑛 + 3𝑛
 

解：第一步：分子分母同除以最大的𝟓𝒏,得 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

4𝑛

𝟓𝒏 +
2𝑛

𝟓𝒏

5𝑛

𝟓𝒏 +
3𝑛

𝟓𝒏

= 

第二步：把𝒏留在括号外面，并化简得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
4
5

)𝑛+(
2
5

)𝑛

1 + (
3
5

)𝑛
 

第三步：运用四则运算法则,得 

=
𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
(
4
5

)𝑛+ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
2
5

)𝑛

1 + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
3
5

)𝑛
=

0 + 0

1 + 0
= 0 

 

类型二、"∞ − ∞"型,分子有理化的方法 

例2.1. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(√𝑛2 + 𝑛 − 𝑛) 2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 + 1 − √𝑥) 3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(√𝑎+𝑥−√𝑎−𝑥)

𝑥
 

解： 

第一步：分子有理化转化成"
∞

∞
"型 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(√𝑛2 + 𝑛 − 𝑛)(√𝑛2 + 𝑛 + 𝑛)

√𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

𝑛

√𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
 

第二步：利用类型一
∞

∞
型的方法进行计算 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛
𝑛

√𝑛2 + 𝑛
𝑛2 +

𝑛
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

√1 +
1
𝑛 + 1

=
1

2
. 

【易错点归纳】 

①无限次不能直接用四则运算法则，需要化简转化一下 
②可以拓展到“

∞

∞
”型，方法原理同上 

③注意计算的简洁性，优化算法例如3）、5） 
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2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
(√𝑥 + 1 − √𝑥) 

解析：本题仅仅换了字母,数列可以拓展到函数 

第一步：分子有理化转化成"
∞

∞
"型 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 + 1 − √𝑥)(√𝑥 + 1 + √𝑥)

√𝑥 + 1 + √𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

√𝑥 + 1 + √𝑥
 

第二步：利用类型一
∞

∞
型的方法进行计算 

这里注意无穷大的性质没有在课本上出现不要想当然，尽量转化成无穷小计算。含有根号的题题可以看成

𝒙
𝟏

𝟐,常数1可以看成𝒙𝟎,可以同除以𝒙
𝟏

𝟐 = √𝒙 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

√𝑥

√𝑥 + 1
𝑥 + √

𝑥
𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

√𝑥

√1 +
1
𝑥 + 1

=
0

1 + 1
= 0. 

另外，想用无穷大的性质也可，但容易出错. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

√𝑥 + 1 = +∞ , 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

√𝑥 = +∞ , 利用正无穷大 + 正无穷大 = 正无穷大, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 + 1 + √𝑥) = +∞ 

再利用无穷大的倒数是无穷小, = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

√𝑥 + 1 + √𝑥
= 0. 

这里需要说明的是： 

正无穷大 + 正无穷大 = 正无穷大,负无穷大 + 负无穷大 = 负无穷大,但无穷大 + 无穷大不一定正无穷大 
反例： 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑛 = +∞, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(− 𝑛) = −∞,但 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑛 + (−𝑛) = 0, 反而收敛.准确地说,  

正无穷大 + 负无穷大不一定是无穷大,可能收敛. 
【强化练习】个别同学到黑板做 

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 − 5 − √𝑥) 

解：第一步：分子有理化转化成"
∞

∞
"型 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 − 5 − √𝑥)(√𝑥 − 5 + √𝑥)

√𝑥 − 5 + √𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

−5

√𝑥 − 5 + √𝑥
 

第二步：利用类型一
∞

∞
型的方法进行计算 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

−
5

√𝑥

√𝑥 − 5
𝑥 + √

𝑥
𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

−
5

√𝑥

√1 −
5
𝑥 + 1

=
0

1 + 1
= 0. 

 
           

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

√2𝑥−3−√𝑥

√3𝑥+1+√𝑥−5
 

解：直接利用类型一"
∞

∞
"型的方法进行计算 

原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

√2𝑥 − 3
𝑥 − √

𝑥
𝑥

√3𝑥 + 1
𝑥 + √𝑥 − 5

𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

√2 −
3
𝑥 − 1

√3 +
1
𝑥 + √1 −

5
𝑥

=
√2 − 1

√3 + 1
⬚ 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(√𝑎 + 𝑥 − √𝑎 − 𝑥)

𝑥
 

解：第一步：分子有理化转化成"
∞

∞
"型 

类型二、“∞ − ∞”型，分子有理化的方法 

④“∞ − ∞”型，先通过分子有理化转化成“
∞

∞
”型，再用上述方法 

⑤“∞ − ∞”型转化程“
∞

∞
”型的方法还有“通分、分解因式进行约分、两个重要的极限、洛必达法则”等，

高中基础的学生可以简单介绍洛必达法则， 

举例：lim
x→0

sinx

x
补充一下两个重要的极限，提醒注意区别 lim

x→+∞

sinx

x
（无穷小的性质）. 
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原式 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(√𝑎 + 𝑥 − √𝑎 − 𝑥)(√𝑎 + 𝑥 + √𝑎 − 𝑥)

𝑥(√𝑎 + 𝑥 + √𝑎 − 𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

2𝑥

𝑥(√𝑎 + 𝑥 + √𝑎 − 𝑥)
 

第二步：利用类型一
∞

∞
型的方法进行计算 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2

√𝑎 + 𝑥 + √𝑎 − 𝑥
=

1

√𝑎
. 

【专升本链接】在上次课的放缩法基础上完成以下证明 

1. (2015计算机） 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
) 

2. 求 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
)

⬚
 

方法提炼⑥“放缩法”“两边夹定理”.通过以下几个例子，指导学有余力的学生复习初等数学中的放缩法. 

3.𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

|𝒔𝒊𝒏𝒙| = 𝟎 

解析：∵ 𝟎 ≤ |𝒔𝒊𝒏𝒙| ≤ |𝒙| ∴ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

|𝒔𝒊𝒏𝒙| = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

|𝒙| = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝟎 = 𝟎 

4.𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟏 

解析：∵ 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙

𝟐
而𝟎 ≤ 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙

𝟐
≤ 𝟐(

𝒙

𝟐
)𝟐 =

𝒙𝟐

𝟐
 

⇒ −
𝒙𝟐

𝟐
≤ −𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐

𝒙

𝟐
≤ 𝟎 

⇒ 1 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐

𝒙

𝟐
≤ 𝟏 

∴ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(1 −
𝒙𝟐

𝟐
) = 𝟏 

点评：其中，1）也可用有界变量× 无穷小 = 无穷小; 2）是两个重要的极限之一，可以当作公式记住进行

计算，𝑥 → 0, 后边将在重点全面学习.方法提炼⑦两个重要的极限（简单介绍，后边根据学时适当讲）. 

【小结与拓展】 

重点学习
∞

∞
型求 极限，用分子分母同除以最高次幂的方法，是把最无穷大量转化成无穷小量，然后用

四则运算进行计算；也可以用⑧换元法： 

5.聚换元法解 lim
𝑛→+∞

2𝑛+5

3𝑛2−2𝑛−1
 

解：令𝒏 =
𝟏

𝒖
,则𝒏 → +∞ ⟺ 𝒖 ⟶ 𝟎, 

 lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 5

3𝑛2 − 2𝑛 − 1
= lim

𝑢→0

2
1
𝑢 + 5

3 (
1
𝑢)

2

− 2
1
𝑢 − 1

= lim
𝑢→0

2𝑢 + 5𝑢2

3 − 2𝑢 − 𝑢2
=

0

3
= 0 

 (后边函数的极限学如何解这种类型). 

另外，还有⑨洛必达法则⑩等量代换⑪复合法则等方法（简单介绍，指导学有余力的学生自学） 

6. lim
𝑛→+∞

√𝑎
𝑛

= 1 

解：√𝑎
𝑛

= 𝑎
𝟏

𝒏 

方法一、换元法 

令𝒖 =
𝟏

𝒏
,则𝒏 =

𝟏

𝒖
, 𝒏 → +∞ ⟺ 𝒖 ⟶ 𝟎+ 

lim
𝑛→+∞

√𝑎
𝑛

= lim
𝑢→𝟎+

𝑎𝒖 = 1 

7. lim
𝑛→+∞

√𝑛
𝑛

= 1 

解：先恒等变形法 

√𝑛
𝑛

= 𝑛
𝟏
𝒏 = (𝑒𝑙𝑛𝑛)

𝟏
𝒏 = 𝑒

𝟏
𝒏

𝑙𝑛𝑛 
方法一、极限的复合法则 

lim
𝑛→+∞

√𝑛
𝑛

= lim
𝑛→+∞

𝑒
𝟏
𝒏

𝑙𝑛𝑛 = 𝑒
lim

𝑛→+∞

𝒍𝒏𝒏
𝒏  

由洛必达法则知， 
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lim
𝑛→+∞

𝒍𝒏𝒏

𝒏
= lim

𝑛→+∞

𝟏

𝒏
= 𝟎 

原式 = lim
𝑛→+∞

𝑒
𝟏
𝒏

𝑙𝑛𝑛 = 𝑒
lim

𝑛→+∞

𝒍𝒏𝒏
𝒏 = 𝑒

lim
𝑛→+∞

𝟏
𝒏 = 𝑒0 = 1 

类型三、"1∞"型，欧拉数列的极限（选讲、自学） 

【难点突破】技巧熟悉指数运算法则就非常简单 

𝒂𝒎 ∙ 𝒂𝒏 = ＿＿＿＿＿＿＿; (𝒂𝒎)𝒏 = ＿＿＿＿＿＿ 

例3.下列等式成立的是(         ) 

𝐴. lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

2𝑛
= 𝑒 ；  𝐵. lim

𝑛→+∞
(1 +

2

𝑛
)

𝑛
= 𝑒；   𝐶. lim

𝑛→+∞
(1 +

1

2𝑛
)𝑛 = 𝑒 ； 𝐷. lim

𝑛→+∞
(1 +

1

𝑛
)𝑛+2 = 𝑒 

解：以A为例 

第一步：运用指数运算法则，向公式靠拢 

原式 = lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝒏×𝟐

= lim
𝑛→+∞

[(1 +
1

𝑛
)

𝑛

]2 

幂的乘方，底数不变底数相乘 

第二步：运用极限的四则运算法则，求解，得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[(1 +
1

𝑛
)

𝑛

]2 = [ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

]2 = 𝑒2 

同理，B中 

第一步：运用指数运算法则，向公式靠拢 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
2

𝑛
)

𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1
𝑛
2

)

𝑛
2

×2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[(1 +
1
𝑛
2

)

𝑛
2

]2 

注意
𝟐

𝒏
=

𝟏
𝒏

𝟐

,把
𝒏

𝟐
看成整体， 

第二步：运用极限的四则运算法则，求解，得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[(1 +
1
𝑛
2

)

𝑛
2

]2 = [ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1
𝑛
2

)

𝑛

]2 = 𝑒2 

同理， C中 

第一步：运用指数运算法则，向公式靠拢 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

2𝑛
)𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(1 +

1

2𝑛
)

2𝑛×
1
2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[(1 +
1

2𝑛
)

2𝑛

]
1
2 

第二步：运用极限的四则运算法则，求解，得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[(1 +
1

2𝑛
)

2𝑛

]
1
2 = [ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(1 +

1

2𝑛
)

2𝑛

]
1
2 = 𝑒

1
2 

同理，聚D中 

第一步：运用指数运算法则，向公式靠拢 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)𝑛+2 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(1 +

1

𝑛
)𝑛 ∙ (1 +

1

𝑛
)

2

 

同底数幂相乘，底数不变指数相加 

第二步：运用极限的四则运算法则，求解，得 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

2

= 𝑒 × 1 = 𝑒 

【小结】 
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【作业】 

【强化练习聚1】 

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

3𝑛

              

 2. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛+1

            

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

3𝑛
)

𝑛+2
      

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
2

𝑛
)

𝑛

                    

 5. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
5

𝑛
)

𝑛
               

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
3

𝑛
)

2𝑛

                  

7. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

                    

8. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
𝑟

𝑛
)

2𝑛
              

9. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
𝑟

𝑛
)

𝑛𝑡

 

答案：𝑒3; 𝑒; 𝑒
1

3; 𝑒2; 𝑒5; 𝑒6; 𝑒𝑥; 𝑒2𝑟; 𝑒𝑟𝑡. 

【强化练习2】 

 1. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(2𝑥2 − 𝑥)3

𝑥4(5𝑥2 + 1)
 

解析：
8

5
 

2 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

( 1 +
1

𝑥
)(2 −

1

𝑥2
+

1

𝑥
) 

 解析：2 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)

5𝑛3
 

解析：
1

5
 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

3𝑥2 − 2

√1 − 𝑥2 + 𝑥4
= 

解析：3 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥 + 1 − √𝑥) 

解析：0 

 6. 𝐿𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
𝑥2

𝑥+1
− 𝑥 − 𝑎) = 2, 求𝑎. 

解析：-3 
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【历年真题】 

考点 1：两个重要的极限 

1. (2024 数ⅠT6)极限 lim
𝑥→0

(1 + 𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
)

1
𝑥 = ___________. 

解析：𝑒
1

2 

2. (2024 数ⅡT6)极限 lim
𝑥→0

(1 +
𝑥

2
)

4
𝑠𝑖𝑛𝑥 = ___________. 

解析：𝑒2 

3. (2024 数ⅢT12)极限 lim
𝑥→0

(1 + 3𝑥)
𝑎
𝑥 = 𝑒, 则实数𝑎 = ___________. 

解析：
1

3
 

4. (2023 数ⅠT4)极限 lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
5
𝑥 = ___________. 

解析：𝑒5 

5. (2023 数ⅢT12)极限 lim
𝑥→∞

(1 −
4

3𝑥
)

3

= ___________. 

解析：𝑒−
4

3 

6. (2022 数ⅠT6)极限 lim
𝑥→0

(1 +
1

3𝑥
)

𝑘𝑥

= 𝑒2, 则𝑘 = ___________. 

解析：6 

7. (2022 数ⅡT12)求极限 lim
𝑥→∞

(
𝑥 + 2

𝑥
)

−3𝑥

 

解析：𝑒−6 

8. (2022 数ⅢT16)极限 lim
𝑥→∞

(1 +
1

4𝑥
)

2𝑥

 

答案：𝑒
1

2; 𝑒2; 
1

3
; 𝑒5; 𝑒−

4

3; 6; 𝑒−6; 𝑒
1

2 

考点2.∞ − ∞型，
∞

∞
型, 𝒙 → ∞时 

1. (2023 数ⅠT11)求极限 lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 3𝑥 − 𝑥) 

解析：
3

2
 

2. (2023 数ⅢT16)求极限 lim
𝑥→∞

(√4𝑥2 + 𝑥 − 2𝑥) 

解析：
1

4
 

3. (2022 数ⅢT13)极限 lim
𝑥→+∞

(
𝑥 + 𝑙𝑛𝑥

2𝑥 + 1
) = _________. 

解析：
1

2
 

 


