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第 4 讲 函数的性质 

【内容分析】 

本节主要总结归纳函数的几个重要的性质：单调性、奇偶性、周期性，强调学习重点和查漏补缺。 

学习函数的有界性，强调四种性质的抽象数学语言表达。 

学会进行动手实验实践，在熟练分析函数性质的基础上，熟练画出见函数的草图，并形成能力，在本册

后继概念、定理的学习、定积分的应用中这是主要基本功。 

【重难点】 

重点是常见函数的有界性；常见的奇、偶函数，奇偶性的四则运算；复合函数单调性、奇偶性质、周期性的

判定。 

难点是函数有界性的概念和性质。 

【知识目标】函数的有界性、单调性、奇偶性、周期性 

【能力目标】 

1.能根据函数图像熟练分析函数的有界性、单调性、奇偶性、周期性 

2.学会用数学语言描述函数的有界性、单调性、奇偶性、周期性的定义,并能利用定义证明某一函数的性质. 

3.具有利用函数的性质,熟练画出常见初等函数的草图的能力。 

【过程与方法目标】 

1.对难点有界性的学习，首先,结合前面介绍过的常见函数例子，借助 GGB 分析其图像，学习函数的有界性，

并归纳整理常见的有界函数。接着,借助 GGB 分析复合函数的有界性。最后, 借助 GGB 分析在区间上的有界

性. 

2. 对函数的单调性、奇偶性、周期性的学习,首先,在复习回顾基础上综合归纳总结。接着,分析总结完函数的

相关性。然后,对知识框架查漏补缺，重点强调和本学期相链接的基本功。最后,在把握函数主要性质的基础

上，要求学生掌握有界性的𝜀 − 𝛿语言描述。 

3.复习基本初等函数和常见函数做草图的方法，熟练画出基本初等函数、常见函数的草图，并形成能力。 

【情感态度和价值观目标】 

1.通过四个性质的“𝜀 − 𝛿”语言学习具有基本的数学抽象素养，掌握微积分的语言。并尝试利用定义证明函

数的过程中培养数学逻辑推理、数学抽象、数学计算素养。 

2.在进行函数性质的分析中，通过举出大量的例子，教会学生借助数学工具 GGB 分析函数性质，充分调动

学生积极性，激发学生主观想象、运用数学的工具化意识，逐步具备了综合分析的学习能力。 

3.在熟练掌握函数的性质基础上，鼓励学生动手实践，进行手动画函数草图，不断增强了学生的综合实践能

力。 

4.组织启发、讨论、探究、实验等课堂活动养成自主、探究、反思的学习习惯；培养学生交流沟通，团队

合作、竞争自信的职业素质和诚实认真的道德品质 。 

【课前小测】 

1.（2024 数 I TI）下列函数是偶函数的是（ B ） 

A.tanx 

B.cosx 

C.𝒙𝟑 

D.𝟑𝒙 

2.（2023 数ⅡTI）下列函数是奇函数的是（ D ） 

A. 𝒆𝒙 

B. 𝒙𝟐 + 𝟏 
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C.𝒄𝒐𝒔𝒙 

D.𝒔𝒊𝒏𝒙 

3. （2024 数ⅢT1）下列函数是奇函数的是（ B ） 

A. 𝒍𝒏𝒙 

B. 𝒙𝟑 

C.𝒄𝒐𝒔𝒙 

D.𝟐𝒙 

4. （2024 数ⅢT2）下列函数是周期函数的（ C   ） 

A. 𝒙𝟐 

B. 𝒆𝒙 

C. 𝒔𝒊𝒏𝒙 

D. 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙 

5.（2023 数ⅢT2）下列函数是在其定义域内有界的是（   D  ） 

A. 𝒆𝒙 

B. 𝒍𝒏𝒙 

C.𝒙𝟐 

D.𝒄𝒐𝒔𝒙 

6.（2022 数ⅢT2）下列函数是偶函数的是（ B ） 

A.
𝟏

𝒙
 

B.-|𝒙| 

C.𝒍𝒏𝒙 

D.𝒕𝒂𝒏𝒙 

7. （2022 数ⅢT5）下列函数在(𝟎, 𝟏)上单调递减的是（   C  ） 

A. 𝒍𝒏𝒙 

B. 𝒆𝒙 

C.𝒙 − 𝒍𝒏𝒙 

D.𝒆𝒙 − 𝒙 

一、有界性  

设集合I ⊆ D（函数𝑓(𝑥)的定义域为D）， 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上有界： ∃M>0 使得∀𝑥∈I,都有|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀. 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上无界：∀M>0 使得∃𝑥∈I,使得|𝑓(𝑥)| > 𝑀. 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上有上界： ∃ 𝑀,使得∀𝑥∈I,都有𝑓(𝑥) ≤ 𝑀; 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上有下界： ∃ 𝑚,使得∀𝑥∈I,都有𝑓(𝑥) ≥ 𝑚; 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上既有上界M也有下界−M： ∃ M>0,使得∀𝑥∈I,都有−M ≤ 𝑓(𝑥) ≤ M. 

函数𝑓(𝑥)在整个定义域有界，称为有界函数. 

命题：函数𝒇(𝒙)在区间 I 上有界⇔函数𝒇(𝒙)在区间 X 上既有上界也有下界. 
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【探究活动】 下面我们将从分析基本初等函数的图像入手,讨论下列常见的函数的有界性，掌握常见函数的

有界性。 

1.常见函数的有界性 

通过分析，我们发现，上述函数只有两类函数是有界的. 

①常函数有界 

②正、余弦函数有界。其他三角函数和反函数的有界性如何呢？|𝑠𝑖𝑛𝑥| ≤ 1, |𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥| ≤
𝜋

2
; |𝑐𝑜𝑠𝑥| ≤ 1,0 ≤

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥 ≤ 𝜋; |𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥| <
𝜋

2
; 0 < 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡𝑥 < 𝜋 

 
③三角函数只有正余弦函数有界；而所有的反三角函数都是有界的。 

反余割0 < |𝑎𝑟𝑐𝑐𝑠𝑐𝑥| ≤
𝜋

2
, |𝑥| ≥ 1; 反正割0 ≤ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐𝑥 <

𝜋

2
,

𝜋

2
< 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐𝑥 ≤ 𝜋, |𝑥| ≥ 1 

 
④双曲函数里只有双曲正切有界𝑡ℎ𝑥 =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 

①函数的有界性类似于函数的单调性,可以是函数整体的性质，也可以是函数部分的性质.有的函数如 

y=tanx在整个定义域上无界，但可以存在有界区间，如在[−
π

4
,

π

4
]上确实有界的。因此，说函数的有界性

一定要说区间. 

②判断函数的有界性，实质上就是判断函数的值域，只要值域在一个确定的范围之内就是有界. 

③值域是无穷区间一定是无界的. 
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⑤分段函数里有界的函数有：符号函数、和迪利克雷函数。 

⑥其他常见的有界函数还有：𝑦 =
1

1+𝑥2 ; 𝑦 =
𝑥

1+𝑥2 . 0 <
1

1+𝑥2 ≤ 1;
|𝑥|

1+𝑥2 ≤
1

2
 

 
 

2.复合函数的有界性 

 “外函数有界，复合函数必有界.”例如： 

①𝑦 = 𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
有界 

②𝑦 = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑒𝑥2
有界 

 
3.区间上的有界性 

①𝑦 = 𝑥sin 𝑥,𝑥𝜖(0, +∞)无界, 在(𝟎, 𝟏)有界 

②𝑦 =
1

𝑥
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
, 𝑥𝜖(0,1]无界, 𝑥 ∈ (1, +∞)有界 

③𝒚 =
𝟏

𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
在(𝟎, 𝟏)无界, 在[𝟏, +∞)有界 

 

④ 𝑦 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑥 ∈ (1, +∞)无界, 𝑥 ∈ (0,1)有界 

⑤ 𝑦 =
1

𝑥
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
, 𝑥 ∈ (0,1)无界, 𝑥 ∈ (1, +∞)有界 
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二、单调性  

设集合I ⊂ D（函数𝑓(𝑥)的定义域为D） 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上单调增加： ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼, 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2); 

函数𝑓(𝑥)在区间 I 上单调减少： ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼, 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2)； 

函数𝑓(𝑥) 在整个定义域上单调增加减减少的函数称为单调函数，有的函数在整个定义域上不单调但是可以

存在单调区间，例如：𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥不是单调函数，但存在单调区间. 

1. 常见函数的单调性 

 

2. 复合函数的单调性 

“同增异减” 
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三、奇偶性  

设函数𝑓(𝑥)的定义域关于原点对称，即∀𝑥∈D⇒ −𝑥 ∈ D. 

函数𝑓(𝑥)是偶函数：自变量取互为相反数的时候，函数值相等.  

∀𝑥 ∈ 𝐷, 都有𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥).  

函数𝑓(𝑥)是奇函数：自变量取互为相反数的时候，函数值也互为相等.  

∀𝑥 ∈ 𝐷, 都有𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥). 

 

 

 

① 奇函数的图像关于原点对称； 

② 偶函数的图像关于y轴对称； 

③奇函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 0处有定义，则必有𝑓(0) = 0；事实上，𝑓(0) = 𝑓(−0) = −𝑓(0)，得𝑓(0) = 0. 

函数的奇偶性分解 

设函数𝑓(𝑥)的定义域关于原点对称， 

① 则𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)总是偶函数，例𝑐hx=
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
, √(1 + 𝑥)23

+  +√(1 − 𝑥)23
 

② 𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)总是奇函数,例𝑠ℎ𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
， ln

1+𝑥

1−𝑥
=2𝑎𝑟𝑡ℎ𝑥 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥) − 𝑙𝑛(1 − 𝑥) 

③ 给定𝑓(𝑥),  𝑥 ∈ (−𝑙,  𝑙)，则任何函数都可以表示成一个奇+一个偶 

 

例如，指数函数𝑦 = 𝑒𝑥,由𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)

2
是偶函数，ℎ(𝑥) =

𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)

2
是奇函数，得偶函数𝑐ℎ𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 

(双曲余弦)，奇函数𝑠ℎ𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
 (双曲正弦)，从而𝑒𝑥= 𝑐ℎ𝑥 + 𝑠ℎ𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
+

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
. 

偶函数 奇函数
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四、周期性  

设函数𝑓(𝑥)的定义域 D,∃𝑙 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷,都有𝑥 + 𝑙 ∈ 𝐷, 且𝑓(𝑥 + 𝑙) = 𝑓(𝑥)恒成立，则称𝑓(𝑥)是以𝑙为周期的周

期函数. 

 

 

五、利用性质画草图（技能训练） 

1. 一次函数：𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏(𝑘 ≠ 0) 
“两点法” 

（1）与x轴交点 

（2）与y轴交点 

2. 二次函数：例：𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 

“一轴多点法” 

（1）对称轴 

（2）与x轴交点（2个），与y轴交点（1个） 

（3）顶点 

利用开口方向和对称性作图 

3. 反比例函数：例：𝑦 =
1

𝑥
 

“过定点和不过定点法” 利用单调性作图 

（1）过定点（1,1）（-1，-1） 

（2）不过定点（0,0） 

常见的奇函数和偶函数 

①常见的偶函数：C、𝑥2、𝑥2𝑛、|𝑥|、cosx、 𝑠𝑒𝑐 𝑥、  𝑒𝑥2
、𝑠𝑖𝑛𝑥2、𝑐ℎ𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 

②常见的奇函数：𝑥、𝑥3 、𝑥2𝑛+1 、𝑥−1、√𝑥
3 、𝑠𝑖𝑛𝑥 、tanx、𝑐𝑜𝑡𝑥、 𝑐𝑠𝑐 𝑥 、 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 、𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥 、𝑠ℎ𝑥 =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
、𝑡ℎ𝑥 =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥、𝑎𝑟𝑡ℎ𝑥 

③一些较难的奇函数：2𝑎𝑟𝑐𝑡ℎ𝑥 = ln
1+𝑥

1−𝑥
、𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1) 、

𝑎𝑥+1

𝑎𝑥−1
 

奇（偶）性法则 

① 四则运算：“正负号法则”(减、除法转化成加、减法) 

奇+奇=奇；奇+偶=非奇非偶；偶+偶=偶 

奇×奇=偶；奇×偶=奇；偶×偶=偶 

②复合法则： “同类复合奇偶不变,异类复合必为偶” 

① 通常我们说的周期都是指最小正周期; 

② 常函数 y=C 是周期函数（任何正数均为其周期，没有最小正周期）； 

③ 迪利克雷函数以任何正有理数为周期（没有最小正周期）. 

命题1：函数𝑓(𝑥)的周期是𝑙，则周期的整数倍𝑘𝑙都是𝑓(𝑥)的周期. 

命题2：函数𝑓(𝑥)的周期是𝑙，则𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏)的周期是
𝑙

|𝑎|
. 

命题3：若函数𝑓(𝑥)和 g(𝑥)分别以𝑙1， 𝑙2为周期，则𝒇(𝒙) ± 𝐠(𝒙)以𝑙1， 𝑙2的最小公倍数为周期. 

命题4：若函数𝜑(𝑥)是周期函数，则复合函数𝒇(𝝋(𝒙))， 也是周期函数.例𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥、𝑠𝑖𝑛2𝑥也是周期函数. 
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（3）渐近线x轴和y轴 

4. 指数函数：例：𝑦 = 2𝑥，𝑦 = (
1

2
)

𝑥
 

（1）过定点（0,1），辅助线y=1 

（2）渐近线x轴 

利用单调性作图. 

5.对数函数：“反函数法”关于y=x对称 

（1）过定点（1,0）辅助线x=1 

（2）渐近线y轴 

利用单调性作图 

6.正余弦函数：“五点法”，利用周期性作图 

7.正切函数： 

（1）过定点（0,0） 

（2）渐近线 

（3）一个周期内单调增 

（4）奇函数 

【专升本链接】 

1.（2019.理工）函数𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥−𝑎−𝑥

2
,则𝑓(𝑥)是(    ). 

A. 奇函数 

B. 偶函数 

C. 非奇非偶函数 

D. 周期函数 

分析：𝑓(−𝑥) =
𝑎−𝑥−𝑎𝑥

2
=−

𝑎𝑥−𝑎−𝑥

2
= −𝑓(𝑥) 

2.（2015.理工）𝑓(𝑥) = ln(𝑥 − 1)在区间(1, +∞)上是(    ). 

A. 单调递减函数 

B. 单调递减函数 

C. 非单调函数 

D. 有界函数 

分析：𝑓(𝑥) = ln(𝑥 − 1)是函数𝑓(𝑥) = ln𝑥向右平移一个单位得到，由对数函数的图像可得该函数在(1, +∞)

是单调递增且是无界的. 

3.（2014.工商）𝑓(𝑥) = lg(𝑥 + 1)在(        )内有界. 

A. (1, +∞) 

B. (2, +∞) 

C. (1,2) 

D. (−1,1) 

分析：𝑓(𝑥) = lg(𝑥 + 1)是函数𝑓(𝑥) = lg𝑥向左平移一个单位得到，该函数有渐近线x=-1，通过图像可以直观

地看出，上述选项中该函数只在(1,2)是有界的. 

4. （2014.经管）设𝑓(𝑥)是定义在区间(−∞, +∞)上的函数，且𝑓(𝑥) ≠ 𝐶，则下列必是奇函数的是(    ). 

A. 𝑓(𝑥3) 

B. [𝑓(𝑥)]3 

C. 𝑓(𝑥) ∙ 𝑓(−𝑥) 

D. 𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥) 

分析：由定义判断. 

5.下列函数中为奇函数的是(    ) 

A. 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) 

B. 𝑓(𝑥) = 𝑒|𝑥| 

C. 𝑓(𝑥) = cos𝑥 
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D. 𝑓(𝑥) =
√(𝑥−1)2sin𝑥

|𝑥−1|
 

6.（2009工商）下列函数在区间(−∞, +∞)上单调减少的是（  ）。 

A. 𝑠𝑖𝑛𝑥 

B. 2𝑥 

C.𝑥2 

D. 3 − 𝑥 

7.(2015计算机)函数𝑦 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
是(    ). 

A. 奇函数 

B. 偶函数 

C. 非奇非偶函数 

D.无法判定 

8.（2014计算机）函数y=|𝑥𝑐𝑜𝑠(−𝑥)|是（  ）。 

A. 有界函数 

B. 偶函数 

C. 单调函数 

D.周期函数 

9. （2012计算机）函数y=xtanx是（  ）。 

A. 有界函数 

B. 偶函数 

C. 单调函数 

D.周期函数 

10. 设y =
ex

1+ex ，则y的反函数为(⬚). 

𝐴. 𝑦 = 𝑙𝑛
1 − 𝑥

𝑥
 

𝐵. 𝑦 = 𝑙𝑛
𝑥

1 + 𝑥
 

𝐶. 𝑦 = 𝑙𝑛
𝑥

1 − 𝑥
 

𝐷. 𝑦 = 𝑙𝑛
1 + 𝑥

𝑥
 

11. 下列函数中为非奇函数的是(⬚). 

𝐴. 𝑓(𝑥) =
2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
 

𝐵. 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑔 (𝑥 + √1 + 𝑥2) 

𝐶. 𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥

1 + 𝑥2
 

𝐷. 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 3𝑥 + 7 − √𝑥2 − 3𝑥 + 7 
12. 设𝑓(𝑥 − 2) = 𝑥2 − 2𝑥 + 3, 则𝑓(𝑥 + ℎ) = (⬚). 

𝐴. (𝑥 + ℎ)2 − 2(𝑥 + ℎ) + 3 
𝐵. (𝑥 + ℎ)2 + 2(𝑥 + ℎ) + 3 
𝐶. (𝑥 + ℎ)2 − 2(𝑥 + ℎ) − 3 
𝐷. (𝑥 + ℎ)2 + 2(𝑥 + ℎ) − 3 

13. 判断𝐷(𝑥) = {
1, 𝑥为有理数，
0, 𝑥为无理数.

𝐷(𝑥)是否为初等函数(⬚). 

𝐴. 是 
𝐵. 否 
14.（2016计算机）假设函数𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
+ 𝑐𝑜𝑠

𝑥

3
,则𝑓(𝑥)的周期为＿＿. 

分析：𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
的周期为

2𝜋
1

2

= 4𝜋，𝑐𝑜𝑠
𝑥

3
的周期为

2𝜋
1

3

= 6𝜋，𝑓(𝑥)最小正周期为两者的最小公倍数，即12𝜋. 

答案：A、B、C、D、A、D、A、B、B、C、C、B、B、12 𝝅. 


