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Zur Zuverlissigkeit von Corona-Tests

HANS-JURGEN ELSCHENBROICH

Ende 2020 gab es eine offentliche Diskussion iiber die Zuverlassigkeit von Tests auf Covid-19 (,Corona‘). In diesem Beitrag
werden die entsprechenden fachlichen Begriffe wie Spezifitdt, Sensitivitat und Pravalenz und ihr Zusammenspiel geklart und
ein Modellrechner vorgestellt. Damit hat man auch das Riistzeug, sich faktenbasiert mit der Thematik zu beschaftigen, von
der Diskussion iiber massenhaftes Testen bis hin zu den Ideen der ,Querdenken‘-Bewegung.

1 Begriffsklirungen genaue Ergebnisse liefern. Offentlich bekannt wurde zum Bei-

spiel, dass ELON Musk bei einem Besuch in Brandenburg am
Es gibt verschiedene Tests auf die Covid-19 Infektion, in  16.11.2020 bei vier Schnelltests zwei positive und zwei nega-
Deutschland meist ,Corona‘ genannt, die mehr oder weniger  tive Ergebnisse bekam. Das veranlasste MUsSK zu der Twitter-
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Nachricht: ,Irgendein extremer Schwindel passiert da*“
(Futurezone, 2020). Und bei den PCR Tests kam ein bayerisches
Labor in die Schlagzeilen, als herauskam, dass von 60 positiven
Testergebnissen sage und schreibe 58 falsch-positiv waren
(Minchener Zeitungs-Verlag, 2020). Das soll Anlass sein, sich
genauer mit Tests und moglichen Fehlern zu beschaftigen.

1.1 Arten der Covid-19 Tests

Der gangige Test ist der CT-PCR Test. PCR steht fiir die eng-
lische Bezeichnung Polymerase Chain Reaction, auf Deutsch
Polymerasekettenreaktion. Hierbei werden in mehreren Durch-
laufen DNA-Sequenzen vermehrt. CT steht fir die Zahl der
Zyklen (Cycle Threshold), die durchlaufen wurden, bis Virus
DNA feststellbar ist. Je mehr Viren, desto kleiner ist CT. Ein
hoher CT Wert bedeutet dann eine geringe Zahl an Viren (West-
deutscher Rundfunk Koln, 2020). Diese PCR Tests sind aufwan-
dig, teuer und dauern mehrere Tage.

Seit kurzem gibt es daneben Antigen-Schnelltests, die statt der
Suche nach Virus-DNA untersuchen, ob man Antikorper identifi-
zieren kann. Solche Tests sind einfacher zu handhaben, deut-
lich schneller und erheblich giinstiger, aber auch in gewisser
Weise weniger genauer.

Grundsatzlich konnen bei allen Tests zwei Arten von Fehlern
auftreten, die weiter untersucht werden sollen. Wie verlasslich
ein Testverfahren ist, wird zunachst durch zwei Parameter
angegeben: Sensitivitat und Spezifitat.

1.2 Spezifitit und Sensitivitidt von Tests

Die Spezifitat gibt an, bei wieviel Prozent der Gesunden ein
Test eine gesunde Person auch als gesund erkennt (Testergebnis
,negativ‘). Je spezifischer ein Test ist, desto genauer kann er
Nicht-Infizierte auch korrekt als negativ identifizieren. Die
Spezifitat kann man als die Richtig-Negativ-Quote ansehen. Ein
Test mit einer Spezifitat von 95% liefert also bei 95 von 100
gesunden Menschen ein korrektes negatives Ergebnis. Bei funf
Gesunden schlagt der Test aber trotzdem an und diagnostiziert
sie falschlicherweise als infiziert. Sie haben dann ein falsch-
positives Ergebnis, was bedeutet, dass die betroffene Person zu
Unrecht in Quarantane muss.

Die Sensitivitat eines Tests gibt an, bei wieviel Prozent der Infi-
zierten ein Test die Infektion auch wirklich erkennt (Testergeb-
nis ,positiv‘). Je sensitiver ein Test ist, desto genauer kann er
infizierte Personen auch korrekt als positiv
identifizieren. Die Sensitivitat kann man
als die Richtig-Positiv-Quote ansehen. Ein
Test mit einer Sensitivitat von 98 % identi-
fiziert z.B. 98 von 100 Infektionen, aber
zwei Personen haben ein falsch-negatives
Ergebnis, obwohl sie infiziert sind. Das
bedeutet, dass jemand unerkannt weiter
infektios unterwegs ist und Mitmenschen
ansteckt.

Die Test-Hersteller geben fiir PCR-Tests
diese Werte gerne mit 99,9% oder gar
100% an, die aber bestenfalls unter opti-
malen Laborbedingungen gelten. Fur Spe-
zifitat und Sensitivitat gibt es fir PCR
Tests empirische Mittelwerte. Die Gesell-

Pravalenz = [0.01
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Modellrechnungen zum Covid-19 Test

Gesamte Population = 10000

Spezifitat (max 1) = 0.98

Sensitivitat (max 1) = 0.99
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schaft zur Forderung der Qualitatssicherung in medizinischen
Laboratorien hat fur PCR-Testungen in 488 Laboren aus 36 Lan-
dern eine Sensitivitat von 99,3 % und eine Spezifitat von 98,2 %
ermittelt (Westdeutscher Rundfunk Koln, 2020).Mit einer Sensi-
tivitat von 99 % und einer Spezifitat von 98 % werden in Abschnitt
2 Modellrechnungen durchgefiihrt.

1.3 Pravalenz

Eine entscheidende Rolle spielt die sogenannte Vortestwahr-
scheinlichkeit (Pravalenz). Wirde man die ganze Gesellschaft
testen (Durchseuchungsgrad vermutlich zwischen 1 % und 3 %),
gibt es andere Ergebnisse, als wenn man nur Personen mit
Symptomen testen wiirde, von denen ca. 10 % bis 50 % tatsach-
lich infiziert sind. Das erscheint erst mal liberraschend, kann
aber mit den Modellrechnungen aufgezeigt und verstanden
werden (FROHLICH, 2020).

1.4 Positiv pradiktiver Wert

Wichtig ist weiter zu wissen bzw. einschatzen zu konnen, wie
groB die Wahrscheinlichkeit fiir einen Einzelnen ist, nach einem
positiven Testergebnis tatsachlich infiziert zu sein (positiv pra-
diktiver Wert PPW) bzw. nach einem negativen Testergebnis
tatsachlich nicht infiziert zu sein (negativ pradiktiver Wert
NPW). Es geht also populdr gesagt um die Trefferquote, die
Zuverlassigkeit und die Aussagekraft der Testergebnisse positiv
bzw. negativ. Das wird manchmal mit dem Wert flr Spezifitat
bzw. Sensitivitat verwechselt, ist aber komplizierter. Mathe-
matisch geht es dabei um bedingte Wahrscheinlichkeiten und
deren Berechnungen nach dem Satz von BAYES. Das ist nicht
ganz leicht zu durchschauen. Verstandlicher wird es, wenn man
in einer sogenannten Vierfelder-Tabelle mit absoluten Haufig-
keiten rechnet und erst am Ende daraus die Wahrscheinlich-
keiten fur PPW und NPW berechnet (maiLab, 2020).

2 Mathematische Hintergriinde und Modell-
rechnungen

Bei 10 000 Personen, davon 100 krank, also bei einer Pravalenz
von 1%, erhalt man bei einer Spezifitat von 98% und einer
Sensitivitat von 99% die Werte PPW = -2 = 33,33% und
NPW = 292 - 99 99% (Abb. 1). Das bedeutet, es ist hier also

297
9703

Vierfelder-Tabelle

Gesunde = 9500 infiziert
korrekt postiv | faloch posithy

Infigerts = 100 Test

positiv | 99 198 | 297
korrekd negativ = 9702 falsch negatre | karrekd negati
falsch positivs 198 Test

negetiv [ 9702
karrekt positiv = 99
Talsch negativ = 1 100 1

PPW =0.3333 = 32.33% NPW = 09939 = 89.99%

postiv pracikdiver Wert negativ pridiktiver Wert

Abb. 1. Modellrechner 1 mit Vierfelder-Tabelle, Pravalenz 0.01
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Modellrechnungen zum Covid-19 Test Vierfelder-Tabelle
nicht
Gesamte Population = 10000 Gesunde = 5000 infiziert | .fziert
korrelt positiv | falech pasitiv
Pravalenz = 0.1 Infaierte = 1000 Test :

B positiv | 990 180 | 1170

Speziftat (max 1) = 0.98 | e b G falsch negativ | korrekt negativ

= falsch positiv = 180 Test
i s 10 | 8820 | =0
Sensitivitat (max 1) = 0.89 korrekt positiv = 880
falsch negativ =10 1000 5666
PPW = 0.8462 = 84.62% NPW = 09989 =99.89%
positiv pradiktiver Wert negativ pradidiver Wert

Abb. 2. Modellrechner 1 mit erhohter Pravalenz von 0,1

Modellrechnungen zum Covid-19 Test

Gesamte Population = :1 0000 | Gesunde = 5000
p=0.1
Pravalenz = - Infizierte = 1000
Spezifitat (max 1) = [0.98 | Komeknegat = 8320

falech positiv = 180

korrekd posiiv = 980
falsch negativ = 10

Sensitivitat (max 1) = 0.99 ]

positiv pradiktiver Wert PFW = 0.846 = 84.6%

Abb. 3. Modellrechner 2 mit ppW-Kurve

ALLTAGSBEDINGUNGEN
Wahrscheinlichkeit einer SARS-COV-2-Infektion bei
positivem Testergebnis und niedriger Pravalenz

\ A nicht-
infiziert " - - infiziert
99,950
Sensitivitat Spezifitat
- 70% 95%
35 15 4.997 94.953
Test positiv. Test negativ Test positiv. Test negativ

positiv pradiktiver Wert: 35/(35+4997) = 0,7%

Abb. 4. EBM-Modellrechnung von Dr. LUHMANN
(Quelle: KVH-Journal 9/2020)
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nur ein Drittel der Personen mit positivem Testergebnis tat-
sachlich infiziert.

Dies andert sich grundlegend, wenn bei einer Pravalenz von
10% oder hoher getestet wird. Hier ist schon bei fast 85% der
positiv Getesteten zu erwarten, dass sie tatsachlich positiv sind
(Abb. 2).

Um dies besser verstehen zu konnen, kann man den PPW Wert
abhangig von der Pravalenz p (mit festgehaltenen Wert fur
Spezifitat und Sensitivitat) berechnen. Mit GeoGebra ist es
moglich, den Punkt ppW(p | PPW) in einem Koordinaten-
system darzustellen und die funktionale Abhangigkeit durch
eine Ortslinie zu visualisieren (Abb. 3).

Man sieht, dass diese Kurve nahe im Ursprung sehr steil ansteigt
und ab einer Pravalenz von 8 % im Beispiel tiber 80 % der positiv
Getesteten auch tatsachlich infiziert sind. Bei anderen Para-
metern flr Spezifitat und Sensitivitat andert sich diese Kurve
geringflgig, behalt aber ihr charakteristisches Verhalten.
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Modellrechnungen zum Covid-19 Test

Erganzte Modellrechnung zum Artikel von Dr. D. Lohmann

Test/ Woche:

Pravalen

falsch-negativ
35 15

positiv pradiktiver Wert PPW = 35/(35 +4997) = 0.7%

Abb. 5. Modellrechner 3 in der Struktur und mit den Para-
metern von Dr. LUHMANN

3 Mathematische Argumentationen im Internet

3.1 EBM-Artikel von Dr. LUHMANN

Im September 2020 gab es eine Modellrechnung von Dr. DAGMAR
LUHMANN, Vizevorsitzende des Netzwerks Evidenzbasierte Medi-
zin (EBM) (LUHMANN, 2020). Die Pravalenz taucht hier versteckt
in der nicht weiter erlauterten Annahme von 50 Infizierten auf
100 000 auf, was einer Pravalenz von 0,05 % entspricht (Abb.
4). Im gleichen Artikel ist aber an anderer Stelle davon die
Rede, dass in einer normalen Hausarztpraxis mit einer Prava-
lenz von 3 % zu rechnen sei. Das ist schlichtweg das 60-fache.
In einer weiteren Version des Modellrechners kann man der
Struktur von Dr. LUHMANN folgend ihre Rechnungen nachempfin-
den und diese dann auch mit anderen Startparametern durch-
fuhren, insbesondere fiir die Pravalenz (Abb. 5).

Da sie unkommentiert und ausschlieBlich mit einer ausgespro-
chen niedrigen Annahme der Pravalenz von 0,05 % arbeitet,

Baumdiagramm
10000

[] Absolute Haufigheit ein aus
n = 10000

Pravalenz = 0.1

Spezifitat = 0.98

Sensitivitat = 0.99

| : Infiziert
G: Gesund
+ : Test positiv
—: Test negativ
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steht sie in der Kritik, gewollt oder ungewollt zum Wegbereiter
der Querdenken-Verschworungsideologen zu werden. Wenn-
gleich ihre Startwerte sehr ,speziell‘ sind, kann man sich dem
Schluss ihres Artikels durchaus anschlieBen: ,Test, test, test.
Test every suspected case ...“. Beim anlasslosen Testen hinge-
gen wird man immer und zwangslaufig falsch-positive Ergeb-
nisse produzieren, und zwar umso mehr, je geringer die Prava-
lenz ist.

In den Abbildungen 4 und 5 wurden Darstellungen benutzt, die
im Ublichen Schulunterricht mal mehr, mal weniger gebrauch-
lich sind. Die Vierfelder-Tabelle mit absoluten Haufigkeiten
kommt in Schulblichern durchaus vor und erklart sich selber.
Die gebrauchlichste Darstellung in der Schule ist das Baumdia-
gramm mit Wahrscheinlichkeiten an den Pfaden, meist ohne
absolute Zahlen. Die Darstellung von Dr. LUHMANN dhnelt dem
schultypischen Baumdiagramm, arbeitet aber ausschlieBlich
mit absoluten Haufigkeiten.

Es ist interessant zu untersuchen, wo sich im Baumdiagramm
(Abb. 6) der positiv pradiktive Wert PPW verorten lasst. Es han-
delt sich um die bedingte Wahrscheinlichkeit ps (/), die nach
dem Satz von BAYES berechnet werden kann als

= 0.8462 = 84.62%

PPW = p.(l) = 9933(1)80
und im invertierten Baumdiagramm an den unteren Verzwei-
gungen auftaucht, wahrend Pravalenz, Spezifitat und Sensitivi-
tat im normalen Baumdiagramm als Wahrscheinlichkeiten auf-
tauchen. In den Baumdiagrammen kann man die absoluten
Haufigkeiten anzeigen lassen. Dann tauchen in der unteren
Ebene die Werte auf, die in der Vierfelder-Tabelle die inneren
Felder belegen.

3.2 Querdenken-Flugblatt

Ende Oktober gab es eine bundesweite Flugblatt Aktion der
Querdenken-Bewegung (Abb. 7), verantwortlich laut Impres-
sum Dr. BoDO SCHIFFMANN. Hier wurden in seiner Modellrechnung
500 Infizierte auf 1000 000 angenommen (SCHIFFMANN, 2020).
Damit kommt Dr. ScHIFFMANN auf Werte, die einen zunachst
erschrecken (und erschrecken sollen), 490 korrekt-positiv, 9995
falsch-positiv).

Invertiertes Baumdiagramm

10000

Abb. 6. Baumdiagramm und invertiertes Baumdiagramm, Pravalenz 0,1
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Je mehr Gesunde getestet werden, Sonstwurden nur
desto ungenauer wird der Test. symptomatische
Menschen (mit

Viruslast) getestet ®

1% sind falsch positiv
9995 falsch positiv

10 485 miissen in Quarantane
1.000 000 Tests kosten den Steuerzahler
40 Millionen [ pro Woche

Abb. 7. Modellrechnung von Dr. SCHIFFMANN aus dem Flugblatt

Modellrechnungen zum Covid-19 Test

zte Modellrechnung zum Flu

Tests/ Woche: 100000C
Pravalenz (Positivenquote); D:000S

= 98%

= 9%

Sensitivitat: | 088 Spezifitat: | 0:99

falsch positiv = 9995
10485 mussen in Quarantane (davon zu unrecht 99395)

positiv pradiktiver Wert PPW (Trefferquote) =4.7%

Abb. 8. Modellrechner 4 in der Struktur und mit den Para-
metern von Dr. SCHIFFMANN

Das Flugblatt ist ,wissenschaftlich aufgemacht, die Rechnun-
gen sind flr sich gesehen korrekt. Wo ist dann der Haken? Er ist
gut versteckt in der Annahme von 500 Infizierten auf 1.000000.
Denn das ist - wie bei Dr. LUHMANN - eine Pravalenz von 0,05 %.
Mit dieser sehr niedrigen Modellannahme kommt Dr. SCHIFFMANN
dann zu extremen Ergebnissen (PPW unter 5 %), die entspre-
chend politisch ausgeschlachtet werden. In einer weiteren Ver-
sion des Modellrechners kann man nun in der Struktur von Dr.
SCHIFFMANN seine Rechnungen nachempfinden (Abb. 8) und vor
allem mit anderen Startparametern durchfiihren.

3.3 Modellrechnung der ArzteZeitung zur
Zuverlissigkeit von Antigen-Schnelltests

Grundsitzlich gelten die oben angestellten Uberlegungen fiir

PCR-Tests auch flir die neuen Antigen-Schnelltests, nur dass die
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Symptombasiertes Testen
10 000 Menschen

2000 Menschen

b
Pravalenz: 10 Prozent
1000 von 10 000 Getesteten sind wirklich positiv

wird ein Antigen-Schnelitest mit
SOSS«MIM&LQ&%SM&T.

Das bedeuten die Testergebnisse
. 800 richtig positiv (@) 8820 richtig negativ
0 - h positiv um- gatiy

Positiver pradiktiver Wert (PPV): 816 %
Negativ pradiktiver Wert (NPV). 97.8 %

Abb. 9. Modellrechnung ArzteZeitung

Parameter etwas anders sind. Die Hersteller der Antigen-Tests
geben selber gerne Sensitivitaten von 90 % bis 98 % und Spezifi-
taten von 98 % bis 100 % an. Dazu muss man aber wissen, dass
diese Angaben sich auf Proben beziehen, die laut PCR-Test alle
positiv waren und die unter optimalen Laborbedingungen
untersucht worden sind. In der Praxis enthalten jedoch nur
rund 80 % aller Proben von infizierten Personen auch tatsach-
lich das Virus, zum Beispiel aufgrund von Fehlern beim Abstrich.
Daher wird die maximale klinische Sensitivitat in der Regel kon-
servativer geschatzt mit 80 Prozent (maiLab, 2020).

Bei Antigen-Schnelltests verschiedener Hersteller sind dann auch
laut einer empirischen Untersuchung Sensitivitaten von 29,7
bis 79,8 Prozent und Spezifitaten von 98,8 bis 99,9 Prozent fest-
gestellt worden (LEUKER, LEIN, ANTAO, VON KLEIST & JENNY, 2020).
Die ArzteZeitung stellt eine Modellrechnung fiir einen Schnell-
test mit einer Pravalenz von 10 % (d. h. symptombasiertes Testen)
dar (Abb. 9), setzt die Sensitivitat auf 80 % und die Spezifitat auf
98 % und kommt dann auf PPW= 81,6 % (LEUKER et al., 2020).

Es sei noch erwahnt, dass man bei einer angenommenen Pravalenz
von 0.05 % in einem anlasslosen Testen (wie Dr. LUHMANN) auch
PPW= 1,9 % erhalt. Also nur bei knapp 2 von 100 positiven Tests ist
das Ergebnis zurecht positiv, in 98 Fallen liegt der Schnelltest daneben.
Die ArzteZeitung verwendet sogenannte Icon Arrays als Darstel-
lung (Abb. 9), in denen mit absoluten Haufigkeiten gearbeitet
wird. Dies wird als eine neue Visualisierung bezeichnet, geeig-
net fir ,,Personen, die Probleme im Umgang mit Zahlen haben
- und fiir Personen mit geringem Interesse an numerischen
Informationen* (LEUKER et al., 2020) (sind damit etwa die
Arzte, an die sich der Artikel richtet, gemeint?). Dies ist aber
nichts anderes als eine spezielle Form des in Excel seit Jahr-
zehnten bekannten Diagrammtyps Gestapelte Saulen.

Es ist noch eine Besonderheit der Antigen-Schnelltests bekannt:
Der PPW ist nicht gleichverteilt. Wenn die Viruslast sehr hoch
ist, erhoht sich die Trefferquote deutlich und nimmt bei gerin-
ger Viruslast entsprechend rasant ab. Auf T-Online war zum
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Aspekt der Genauigkeit von Schnelltests verallgemeinernd zu
lesen: ,,Wenn der Test also positiv ausfllt, ist die Testperson
mit ziemlicher Sicherheit infiziert“ (WEINER & SAGENER, 2020).
Das ist in der Allgemeinheit so nicht zutreffend, insbesondere
weil man bei der Durchfiihrung des Tests ja nicht weiB, ob die
Testperson eine hohe Viruslast hat. Man kann wohl anders-
herum mit Blick auf den NPW sagen: Wenn der Test negativ ist,
ist die Testperson mit ziemlicher Sicherheit nicht infiziert, d. h.
fur den Preis einer hohen Fehlerquote bei den positiven Ergeb-
nissen kann man die Personen mit negativem Ergebnis ziemlich
zuverlassig in eine Veranstaltung, in ein Flugzeug, in ein Alters-
heim oder Krankenhaus lassen.

4 Fazit

In Politiker-Reden werden jetzt haufig Massentestungen gefor-
dert und damit die Hoffnung verbunden, alle Infizierten durch
positive Testergebnisse zu finden. Bei einer geringen Pravalenz
bekommt man aber zwangslaufig eine relevante Zahl von
falsch-positiven Ergebnissen, die wegen hoher Werte von
Spezifitat und Sensitivitat falsch eingeschatzt wird und zu sehr
schlechten PPW Werten flhrt.

,Bei Massentests, also bei niedriger Prdvalenz, werden viele
falsch positive Testergebnisse mit SARS-CoV-2-Antigen-Schnell-
tests erzeugt. Dagegen sind positive Testresultate bei geziel-
terem Testen (etwa von symptomatischen Personen), also bei
héherer Privalenz, verldsslicher.“ (LEUKER et al., 2020)

Die aktuelle Krise der Covid-19 Pandemie bringt eine Fille an
mathematischen Fragen und Problemen mit sich, die der
Mathematikunterricht aufgreifen kann und sollte. Neben den
meist dominierenden fachlichen Aspekten hat der Mathematik-
unterricht auch eine allgemeinbildende und eine demo-
kratische Aufgabe. MARTIN WAGENSCHEIN postulierte in einem
berihmten Zitat, das ,Verstehen des Verstehbaren ist ein
Menschenrecht” und Heinrich Winter betonte: ,Interessant
und wirklich unentbehrlich fiir Allgemeinbildung sind Anwen-
dungen der Mathematik erst, wenn in Beispielen aus dem
gelebten Leben erfahren wird, wie mathematische Modell-
bildung funktioniert und welche Art von Aufkldrung durch sie
zustande kommen kann, und Aufkldrung ist Biirgerrecht und
Biirgerpflicht® (WINTER, 1995). In diesem Sinne mochte dieser
Artikel dazu einen kleinen Beitrag leisten.

Die verwendeten Modellrechner und weitere Informationen
werden im GeoGebra Book ,Zuverlassigkeit von Covid-Tests'
(ELSCHENBROICH, 2020a), weitere Aspekte und Aufgaben im Geo-
Gebra Book ,Corona: Mathematik und Modellbildung‘ (ELSCHEN-
BROICH, 2020b) angeboten.
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