Club GeoGebra Iberoamericano

1iberciencia

Club GeoGebra Iberoamericano

8
GEOMETRIA EN EL ESPACIO

Geometria 3D



Club GeoGebra Iberoamericano

GEOMETRIA EN EL ESPACIO

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS EN 3D

Para trabajar en 3D como es evidente, sera necesario activar la vista 3D a través de la
opcién correspondiente en el menu Vista.

| ¢ Vista Algebraica Ctri+Mayis+A
i"" Hoja de Calculo Ctri+Mayis+5

1Ix Ccalculo Simbdlico (CAS) Cirl+Mayls+K
s Vista Grafica Cirl+Mayls+1
@ Vista Gréafica 2 Ctri+Maylis+2
A Gréaficas 3D Ctri+Mayls+3
s Protocolo de Construccidn Ctri+Maylis+L
< Calculadora de probabilidad Ctri+Mayls+P
[ Teclado

Barra de entrada
. Disposicion ...

&1 Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctrl+F
Recalculo de todos los objetos Ciri+R

N

El aspecto sera el que aparece en la imagen siguiente:
| e |

] oA H oEEANEER

» Vista Algebraica » Vista Grafica | » craficas 3D |

-1

Entrada:
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Una vez activada podemos definir puntos, rectas o planos a través de las distintas
herramientas o con ayuda de los comandos que expondremos a continuacion.

Si definimos un punto a través de la linea de entrada que tenga sélo dos coordenadas
o0 se crea con la herramienta Punto en la vista grafica, aparecera también en la vista 3D, en el

plano XY.

b Vista Algebraica “ | = Vista Grafica & | v Graficas a0 [
Punto L] & i~
® Am(2,3)

Por el contrario, si el punto se define con tres coordenadas o se crea a partir de la
herramienta Punto en la vista 3D, sélo aparecerda en esta vista. En todos los casos, las
coordenadas aparecerdn en la vista algebraica.

} Vista Algebraica B |+ vista Grafica (4 |» craficas 3D
Punto Dj <
~@ A=(2,3)
® B=(1,-3,4)

De manera similar definiremos una recta, como recta que pasa por dos puntos,
utilizando la herramienta Recta o a partir del comando del mismo nombre. Su ecuacion
paramétrica aparecerad en la vista grafica al igual que ocurre con el resto de objetos.

Geometria 3D 3
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» Vista Algebraica =
Punto e T

A=(2,3) e

B=(-1,-3, 4)

Recta

® f:X=(-1,-3,4) +A (3, 6, -4)

» Graficas 3D

Para definir un plano disponemos de la herramienta Plano o del comando Planol[A,B,C]

que dibujara el plano que determinan los puntos A, B y C. Su ecuacion general aparecera en la
vista algebraica.

} Vista Algebraica B4 | » Graficas 3D
Plano

o ®
— . o

Punto ) TT—
@ A=(2,3) =
@ B=(,-3,4) -

® c=(1,-1,-2)

Recta

@ FX=(-1,-3,4) +A (3,6, 4) I

f
+
!
1
?
= == =
¥
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&
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Ademas disponemos del resto de herramientas que nos permitiran trazar planos

perpendiculares o paralelos, o para obtener distintas rectas, tal y como expondremos en las
actividades siguientes.

Geometria 3D
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Actividad 1
Construye la recta que pasa por el punto A(-1, 2, 3) y es paralela a la recta de ecuacién

x+1 y-2 z

1 1 2

r=

Introducimos el punto A escribiendo sus coordenadas en la linea de entrada.

De la recta r conocemos su vector director (1, 1, 2), que representamos también a
través de la linea de entrada, escribiendo v=(1, 1, 2).

,_“'_'-'-F
Utilizando la herramienta Recta paralela —, obtendremos la recta que pasa por Ay

tiene como vector director a v.

» Vista Algebraica | » Graficas 3D
~ Punto

Geometria 3D
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Actividad 2

Determina la recta perpendicular al plano de ecuacién x — 2y — z = —1 que pasa por
el punto A(-1, -3, -2).

Comenzamos dibujando el plano, para lo que basta con escribir su ecuacion en la linea

de entrada, y también introducimos el punto A.

Plano

L arx-2y-z=-1
Punto

@ A=(1,-3,-2)

Con ayuda de la herramienta Perpendicular E obtendremos la ecuacidn de la recta

pedida, cuya expresion aparece en la vista algebraica.

Actividad 3

Dado el punto A(-1, 2, 5), calcula las coordenadas del punto simétrico de A con

respecto al planomr =x+ 2y +z=0.
Halla la recta paralela al plano = que pasa por el punto A.

Comenzamos definiendo el punto Ay el plano.

Geometria 3D
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} Vista Algebraica
Plano

¥ Graficas 3D

Sl arX+2y+z=0
Punto

@ A=(-1,2,8)

A continuacidn, seleccionamos la herramienta Perpendicular ‘ll

recta perpendicular al plano por el punto A, cuya ecuacién aparecerad en la vista algebraica.

-

Vista Algebraica
Plano

[
O Otc- - -G
/,/

para obtener la

| v Graficas 3D
-v

® ax+2y+z=0
Punto

L A=(-1,2,5)
Recta

® £:X=(1,2 5 +A (-0.41, -0.82, -0.41)

(=}
vA_.'\v|“

Calculamos el punto de interseccién de la recta con el plano, utilizando para ello, la

herramienta Interseccion X, marcando la recta y el plano. Obtendremos el punto B cuyas
coordenadas aparecen en la imagen siguiente:

Geometria 3D
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Plano

| Rd .vm\v|"

@ arX+2y+z=0
Punto
@ A=(1,2,5)
B = (-2.33, -0.67, 3.67)
- Recta
L@ i X=(-1, 2, 5) + A (-0.41, -0.82, -0.41)

v

A continuacidon podemos obtener el simétrico de A con respecto a B utilizando la

. . r, -
herramienta Simetria central *

Plano

H~ o~ v |J

@ arx+2y+z=0
Punto
@ A=(1,2,5)
® A'=(-3.67,-3.33, 2.33)
@ B =(-2.33, -0.87, 3.67)
Recta
Y f: X=(-1, 2, 5) +A (-0.41, -0.82, -0.41)

o

Este es el proceso que habitualmente se realiza, aunque GeoGebra ofrece una
herramienta que permite obtener de manera directa el simétrico de un punto con respecto a

un plano. Esta herramienta es Simetria especular

Geometria 3D
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x Simetria especular
N Simetria Axial

.* Simetria Central
ﬁ * Rotacion Axial

.:,’: Traslacion

':,..' Homotecia

También, para obtener el plano paralelo que pase por A, disponemos de la

herramienta Plano paralelo u‘ que al utilizarla, nos dara su ecuacion.

b Vista Algebraica X |~ Graficas 3D =
Plano [ R

@ ax+2y+z=0

S @ bix+2y+z=8

- Punto

@ A=(1,25)

A'=(-3.87, -3.33, 2.33)

@ B=(-2.33, -0.67, 3.67)

- Recta

L@ £ X=(1,2 5)+A (-0.41, -0.82, -0.41)

Actividad 4
Consideramos las rectas r y s cuyas ecuaciones son:

x—y+1=0 . x—y+1=0
" x+z=0 } > x+z=0 }

Determina el punto de corte de las dos rectas.

Halla la ecuacion del plano que determinan.

Geometria 3D 9
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Para obtener la primera recta introducimos las ecuaciones de los dos planos que la

s
determinan y con la herramienta Interseccion de dos superficies , obtenemos su
ecuacion en forma paramétrica.

b Vista Algebraica X |~ Graficas 3D
Plano

-l ax-y=-
@ bix+z=0
Recta

L@ fX=(-0.67,0.33, 0.67T) +A (1,1, -1)

A continuacién, ocultamos los dos planos y repetimos el proceso para la segunda recta.

» Vista Algebraica & |+ Graficas 3D 3
Plano —

; ax-y=-1

b:x+z=0

c.x+y=1

L@ diy-z=1

- Recta

@ fX=(-0.67,0.33, 0.67) + A (1,1, -1)

L@ gX=(0,1,0)+A(-1,1,1)

Ya tenemos las dos rectas, por lo que bastara utilizar la herramienta Interseccion X
para obtener el punto de corte. El punto obtenido es A(0,1,0) que observaremos que
aparecera en la vista 3D y también en la vista 2D al encontrarse en el plano XY.

Geometria 3D
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» Vista Algebraica X | = Graficas 3D
- @~ ~~ |4

@ f:X=(-0.67,0.33,0.67) + A(1,1,-1)
@ grX=(0,1,0)+A(1,1,1)

Para obtener el plano determinado por las dos rectas, utilizamos la herramienta Plano

i J gue permite obtener un plano determinado por tres puntos, un punto y una recta o dos
rectas.

» Vista Algebraica b4 |+ Gréaficas 3D [
~ Plano O ———~ AAV“"

B0 arx-y=-1
-0 brx+z=0
® cx+y=1
dy-z=1
- erxX+z=0

~ Punto

L@ A=(0,1,0)

~ Recta

S @ f:X=(-0.67,0.33, 0.67) +A (1,1, -1)
L@ grX=(0,1,0)+A(-1,1,1)

Obtenemos que el plano determinado por las dos rectases x + z = 0.

Geometria 3D 11
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Actividad 5

Halla un punto de la recta que pasa por los puntos A(1,2,3) y B(1,-1,-1), tal que su
distancia al punto C(0,-2,1) sea igual a tres unidades.

Creamos los tres puntos A, By C, y la recta AB utilizando la herramienta Recta ,-“'/

» Vista Algebraica [ |~ Graficas 3D

[
W —~ v

@ B=(1,-1,-1)
Lec=(0,-21)

Recta
L@ fX=(1,23)+A(0,-3, -4)

A continuacién, utilizando la herramienta Plano

. obtenemos el plano
determinado por la recta AB y el punto C.

) Vista Algebraica B |+ Graficas 3D 5]
Plano hd
@ a:-10x + 4y - 3z=-11
Punto
@ A=(1,2,3)
..... ® B=(1,-1,-1)
® c=(0,-2,1)
Recta
@ FEX=(1,2,3)+A(0, -3, -4)

Geometria 3D 12
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Pulsando el botdn derecho sobre el plano que acabamos de obtener, aparecerd el
menu siguiente:

Plano a: Plano que pasa por C, f
Representacion 20 de a
Mostrar el objeto

s Mostrar etiqueta

ST _ ,_ 2 Rasio

4 B
Renombra

-3, 4 Bormra
-4/

¢ Propiedades ... —

Seleccionamos la opcién Representacion en 2D de a para que aparezca una nueva
vista con dicho plano. Es esta nueva vista apareceran los elementos que hay en el plano a que
son los puntos A, By C, y la recta AB.

En este plano podemos trabajar de manera analoga a como lo hacemos en la vista 2D,
por lo que podemos utilizar la herramienta Circunferencia (centro, radio) para obtener la
circunferencia que tiene centro en C y radio igual a 3 unidades.

¥ Vista de plano a

I v &

Geometria 3D 13



Club GeoGebra Iberoamericano

Los puntos de la recta que se encuentran a una distancia de 3 unidades del punto C

seran los puntos de interseccidon de la circunferencia y la recta, que obtenemos con la

herramienta Interseccion.

Apareceran los puntos E y D tanto en la vista en 2D de a como en la vista 3D.

¥ Graficas 3D [ | = vista de plano a

OLO#r v D> 1~ [ER)O~ Diicra

Y sus coordenadas aparecen en la vista algebraica.

P Vista Algebraica &
Conica

L@ g X=(0,-2, 1) +(-1.11 cos(t) - 0.75 sin(t), -2
Plano

L@ ar-10x +4y -3z =-11
Punto

@ A=(1,2,3)

D=(1,-1.6, -1.8)
~® E=(1,0.8, 14)
Recta

Actividad 6

—x+y+2z=0
Halla la distancia del punto A(-1,2,0) alarectar: Y z }

y+z=1

Determina las coordenadas del punto A" simétrico de A con respecto a la rectar.

Actividad 7

Dados los puntos A(2,3,1) y Q(0,1,1), halla el plano respecto del cual Ay B son puntos

simétricos.

Geometria 3D
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Circunferencias y esferas

Al igual que ocurria con los puntos, al trazar una circunferencia en la Vista grafica (2D),

aparecerd también en la vista en 3D.

-4

Ademas, en la Vista grafica en 3D tenemos otras opciones para dibujar circunferencias
en el espacio que aparecen en el bloque siguiente:
] C!} Circunferencia (eje, punto)
| Ci; Circunferencia (centrc-. radio, direccic’:-n}

O Circunferencia por tres puntos

Arco de circunferencia
Arco Tres Puntos
Sector circular

Sector Tres Puntos

Elipse
Hipérbala

Parabola

O S Dol

Conica por cinco puntos

Con la herramienta Circunferencia por tres puntos : dibujaremos una
circunferencia en la vista gréfica en 3D, creando los puntos en el plano OXY para después,

moverlos por el espacio.

Geometria 3D 15
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Para las otras dos herramientas necesitaremos una recta y un punto
(Circunferencia[eje, punto]) o un punto, un vector y un valor numérico para determinar el
radio (Circunferencia [centro, radio, direccion]).

Para dibujar una esfera disponemos de dos opciones cuyos argumentos aparecen en el

siguiente bloque de herramientas.

@ Esfera dado su centro y un punto

@ Esfera dado su centro y radio

Por tanto, podemos dibujar una esfera a partir de dos puntos, siendo el primero el
centro y el segundo el que fijara el centro o a partir de un punto para el centro y un valor

numérico para establecer el radio.

Geometria 3D 16
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il

Ademas, como ya es habitual, también se podran crear estos objetos con el comando
Esfera.
Esfera[punto, punto]
Esfera[punto, radio]
Primas y piramides

Para dibujar estos objetos disponemos de un nuevo bloque de herramientas:

‘é&_ Piramide
g Prisma

Piramide o Cono desde su base

——

S Prisma o Cilindro desde su base

Cono

Cilindro

Tetraedro regular

Cubo

Desarrollo

® &L @0

Geometria 3D 17
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Describimos a continuacidn los pasos necesarios para construir un prisma o una
pirdmide.
Para dibujar un prisma necesitaremos un poligono para la base y un punto que

determinara la posicién de la otra base.

Para dibujar estos objetos hay otras posibilidades a través de comandos.
e Prisma[poligono, punto] similar al proceso seguido anteriormente.
e Prisma[poligono, altura]
e Prisma[punto, punto, .., punto] todos los puntos excepto el ultimo se
encontraran en el mismo plano, por lo que determinaran un poligono.
Las mismas opciones serviran para una piramide utilizando el comando del mismo
nombre.
Las dos siguientes herramientas que aparecen en este bloque permitirdn crear conos,

cilindros, prismas o pirdmides a partir de la base, alzandola hasta llegar a la altura deseada.

Geometria 3D 18
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1/} Piramide o cono desde su base
Tﬁ Prisma o Cilindro desde su base
Por ejemplo para crear un cono, podemos dibujar una circunferencia en la vista grafica

en 2D que también aparecera en el plano OXY en la vista en 3D, tal y como aparece en la

imagen siguiente:

A continuacion, seleccionamos la herramienta @ , arrastrando a continuacién la

circunferencia para que vaya apareciendo el cono que deseamos construir.

27 — ] I I

De manera andloga se creara un prisma a partir de un poligono previamente dibujado.

Geometria 3D 19
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En este mismo bloque de herramientas disponemos también, de las necesarias para

dibujar un cubo Ii:ii o un tetraedro ﬁ .

Las dos funcionan de manera similar, bastard con pulsar sobre dos puntos que se

encuentren en el mismo plano para obtener el poliedro deseado.

» Vista Grdfica » Vista Grafica 3D

B

3D), el desarrollo del poliedro sobre el que se aplique.

La ultima herramienta de este bloque

devolvera en las dos vistas graficas (2D y

Geometria 3D 20
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» Vista Grafica » Vista Grafica 3D 4

A Plano xOy]

Actividad 8. Construccion de un cubo de arista variable.

A partir de un deslizador a, construir un cubo cuya arista sea a.

En primer lugar, creamos el deslizador en la vista gréfica 2D ya que por ahora, no estd
permitido crearlos directamente en la vista 3D.

Podemos situar un vértice en el origen de coordenadas, por lo definimos el punto
A(0,0,0).

A continuacion, podemos definir otro vértice como B=(a,0,0).

-

Por ultimo, utilizando la herramienta Cubo dibujarlo marcando los dos puntos

anteriores y el plano OXY, para obtener la imagen siguiente:

a=1 Eﬁ“““._ﬁ_ﬁ
5+ .
A 54,
—
34 R
l—._\_\_\_\_\_‘_\_\___.

2— 3 -

D C
1
oA B

0 2 3 4 5 6 7
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Al variar el valor del deslizador observaremos que cambia el tamafio del cubo, del que

B

podemos obtener su desarrollo utilizando la herramienta

Conos y cilindros
Para dibujar un cono marcaremos dos puntos que corresponden a la altura del cono,

siendo el primer punto, el centro de la circunferencia de la base. El proceso se completa a

partir de un valor que corresponde al radio de la base.

-

De manera andloga, un cilindro se construye a partir de los mismos elementos: dos

puntos y radio de la base.

//

Geometria 3D 22
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En ambos casos, las dos figuras se pueden construir a partir de una circunferencia y un

valor para determinar la altura.

* Vista Algebraica ¢+ Vista Grafica
= Cilindro - e
@ a:33.18 e —
9 b:35.37 o -
= Conica
@ cix*+y*=3.52
- @ d: todo-GeoConic3D 4
= Punto
@ A=(0,0)
¥ B=(1.52,11)

» Vista Gréfica 3D

m

También, disponemos de los correspondientes comandos:
Cono[punto, punto, altura] Cono[circunferencia, altura]

Cilindro[punto, punto, altura] Cilindro[circunferencia, altural]

Actividad 9. Explorar una esfera

En la vista grafica 2D dibujamos una circunferencia de centro el origen.

Con la herramienta Esfera dado su centro y un punto . dibujamos en la vista 3D,

la que tiene centro en Ay pasa por B.

Geometria 3D 23
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Geometria 3D
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Creamos un nuevo punto D sobre la esfera. A continuacién, con ayuda de la

herramienta Plano perpendicular . , construimos el plano perpendicular a la recta AC que

pasa por D.

En el siguiente paso, utilizamos la herramienta Circunferencia (Eje,punto) ! para

obtener la circunferencia cuyo eje es la recta AC y que pasa por el punto D.

Para obtener la representacidn en una vista 2D de la interseccion del plano y la esfera,

pulsamos el botén derecho sobre el plano; seleccionando la opcion Representacion 2D de d (d

es el nombre que tiene asignado el plano).

Geometria 3D
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L 1/

Plano d: Plano que pasa por D y es perpendiculara b
Representacion 2D de d

‘. Mostrar el objeto

Mostrar etiqueta

Rastro

g

-3
Renombra

Borra

o 7]

FPropiedades ...

Aparecera una nueva vista con la representacion siguiente:

&

~ Vista de plano b
HerAa:E

» Vista Gréfica 3D

Proponemos mover los puntos B, C y D para observar los cambios en los objetos de la

construccion.

Actividad 10. Secciones cdnicas

Comenzamos dibujando un cono y un plano, utilizando las herramientas é o &

e
para el primeroy * para construir el plano que pasa por tres puntos (D, Ey F en la figura).

Geometria 3D 26
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A continuacion, la herramienta ' nos dara la interseccion entre el plano y el cono.

Haciendo clic con el botén derecho en el plano, obtendremos la representacion de la

seccidn conica en una nueva vista.

Geometria 3D 27
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* Vista Grafica 3D ~ Vista de plano ¢
L Her A=

Al pasar el cursor sobre la curva representada en la nueva vista observaremos que

GeoGebra reconoce la seccién cénica que en la imagen anterior corresponde a una elipse.

~

Curvas de interseccion de ¢, a

Al mover los puntos D, E y F, obtendremos nuevas secciones.

» Vista Grafica 3D

Proponemos la construccidon de las secciones cénicas a partir de un cono infinito,
utilizando el comando Conolnfinito cuyos argumentos pueden ser dos puntos y un dngulo.

Conolnfinito[punto, punto, angulo]

Geometria 3D 28
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Por ejemplo, al introducir en Ila linea de entrada el comando

Conolnfinito[(0,0,0),(0,0,4),452] obtendremos la imagen siguiente:

» Vista Grafica 3D

Ya solo queda crear un plano para obtener las distintas secciones cdnicas.

Actividad 11

Dibuja un octaedro y determina su volumen, el drea de una de las caras y la medida del
lado.

Para dibujar un octaedro utilizamos el comando del mismo nombre.

Para ello, podemos definir dos puntos, por ejemplo A (0, -2, 0) y B(2, 0, 0),
introduciendo a continuacion en la linea de entrada la expresién:

Octaedro[A,B]

Aparecera la imagen siguiente:

Geometria 3D 29
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Podemos observar los valores que aparecen en la vista algebraica.

¥ Vista Algebraica

(

Octaedro

@ a=10.67
Punto

..... ® A= I:u, _2, u]

..... ® B= {2, u, u]

----- ® C=(-0.73,0.73,0)

----- ® D=(1.58, -1.58, 2.31)

----- ® E=(0.85,1.15, 2.31)

----- ® F=(-1.15, -0.85, 2.31)
Segmento

----- ® aristaAB = 2.83

----- ® aristaAC=2.83

----- ® aristaAD = 2.83

----- @ aristaAF = 2.83

----- ® aristaBC =283

----- ® aristaBD=2.83

----- ® aristaBE = 2.83

----- ® aristaCE=2.83

----- ® aristaCF=2.83

----- ® aristaDE = 2.83

----- ® aristaDF = 2.83

----- @ aristaEF = 2.83
Triangulo

----- ® caraABC=3.48

----- ® caraABD=3.46

----- ® caraACF=3.46

----- ® caraADF = 3.46

----- ® caraBCE=3.46

----- ® caraBDE = 3.46

----- ® caraCEF = 3.46

En primer lugar observamos que aparece el nombre del poliedro y un valor que

corresponde al volumen que también se puede obtener con la herramienta que encontramos

en el bloque siguiente:

Geometria 3D

,cﬁ Angulo

cm
/ Distancia o Longitud

Area

Ufi Volumen
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A continuacién, aparecen las coordenadas de los vértices, de las que observamos que,
evidentemente A y B son puntos libres, aunque también lo es el punto C, ya que podemos
moverlo para que el octaedro se mueva en el espacio.

g

En este caso, observaremos que C se mueve sobre una circunferencia para mantener
siempre que la cara sea un tridngulo equilatero.

Los siguientes valores aparecen con el encabezado Arista y el valor expresa la longitud

gue también podemos obtener con la herramienta Distancia o longitud /

Los ultimos valores corresponden a las caras, de las que la medida es el area, que
em?

también se puede obtener con la herramienta del mismo nombre.

A continuacidn, proponemos algunas actividades de geometria afin y euclidea para
trabajar en el espacio con la ayuda de GeoGebra.

Actividad 12
Halla las ecuaciones de la recta paralela a la recta r que pasa por el punto de

interseccion de la recta s con el plano 1.
x—1 y+1 z-2
2 3 -1

r
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4 2 3

Actividad 13
Encuentra la ecuacion del plano i paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

2x—-1 vy 1-2z

Actividad 14
Los puntos A(0, 0, 0), B(1, 0, 0) y C(1, 0O, 0) son tres vértices de una de las caras de un

cubo, tal y como aparece en la figura.

Determina:

a. Las coordenadas del resto de vértices, sabiendo que la coordenada Z de los
vértices A’, B’, C' y D’ es positiva.

b. Las ecuaciones de las aristas de las que A es el vértice comun.

c. Elangulo que forman las diagonales A’'Dy A’C.

d. Laecuacién del plano que contiene a la diagonal C'B y que pasa por el vértice A.

e. Elangulo que forma el plano anterior y la recta que pasa por los vértices Ay A'.
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