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NUMEROS COMPLEJOS

INTRODUCCION

Este tema se considera una continuacion de los temas anteriores ya que
tradicionalmente en el estudio de numeros complejos se usan dangulos y sus razones
trigonométricas. Sin embargo en GeoGebra el tratamiento de los nimeros complejos es
sumamente facil y rdpido como vamos a ver a través de distintas actividades. La estructura es
similar al tema anterior con una propuesta de actividades que esperamos os ayuden para
utilizar GeoGebra como recurso para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Recordemos que los Club de GeoGebra se realizan gracias a la Organizacién de
Estados Iberoamericanos para la Educacién, la Ciencia y la Cultura (OEl) a través de sus
Instituto lberoamericano de TIC y Educacion (IBERTIC) e Instituto |beroamericano de
Ensefianza de la Ciencia y la Matematica (IBERCIENCIA).

NUMEROS COMPLEJOS EN LA VENTANA ALGEBRAICA

Como se sabe, un nimero complejo tiene la forma z =a + bi donde a y b son

nameros reales y la unidad imaginaria i = v—1.

Los numeros complejos se representan en unos ejes de coordenadas cartesianas. (Mas
adelante veremos que en GeoGebra podemos cambiar a otro tipo de representacion). El eje X
es el eje real y el eje Y, eje imaginario.

Se pueden modificar las preferencias de la Vista Gréfica para que aparezca lo que sigue:

. KEje imaginario

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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En la barra de entrada basta escribir el nUmero a+bi tal cual, por ejemplo, 5+3i. El
nuimero complejo se representara mediante el punto (a,b), que se llama su afijo.

(En versiones mas antiguas de GeoGebra para introducir la unidad imaginaria se
debera escribir alt+i o ctrl+i en Windows y Mac, respectivamente; también se puede
seleccionar de la caja de simbolos :
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Mientras no se indique lo contrario, GeoGebra asignard nombre a los numeros
complejos empezando por z;
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¥ Vista Algebraica X
Mumero complejo

También se puede representar un nimero complejo mediante un vector de origen (0,0) y
extremo (a,b). Para ello, en la barra de entrada se escribe Vector[z_1]y el resultado es:

1i 4

M= e e e e

Reciprocamente, si se ha introducido un punto, por ejemplo A=(3,-1)

1i

0i
-1 0 1 2 a

P Vista Algebraica

- Funtao |

Ll A=(3,-1) -1i L

se puede transformar en un nimero complejo en forma bindmica escribiendo AComplejo[A],
obteniéndose z_1.

¥ Vista Algebraica
Mimero complejo

...... ® 1,=3-1
- Funtao
- ] ﬂ=[3'_1}

Igualmente, si introducimos un vector u=(2,-1)
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¥ Vista Algebraica
Vector

e u= (_f) )

se puede transformar en un nimero complejo en forma bindmica escribiendo AComplejo[u],

., =2—-1
obteniéndose en este caso ® v

Actividad 1.

Resolver la ecuaciéon z2 —4z+ 13 =0 y representar las soluciones en el plano

complejo.
En la vista CAS se usa ResolverC o SolucionesC

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

1 ResuelveCz"2-d4z+13=0]

L {z=2+43i,z=2-13i}

SolucionesC[zh2-dz+13=0]

-~ {24+3L2-31(}

Si se activan los botones de control que se encuentran debajo del nimero de la
etiqueta, se representaran los puntos en la Vista grafica.

¥ Calculo Simbdlico (CAS) o X | # Vista Grafica

lista2:=ResuelveClz®- 42+ 13 = 0] EJE IMAGIMNARIO

- 4i 4
® | ListaPuntos: lista2 := {(2,3),(2,-3)} ®

2i 4
2 listal:=SolucionesC[z*-4z+ 13 =1] I
® ListaPuntos: listal := {24+ 31,2 =3 i} 0i

0 2 4

3

-2 1

L
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Si se quiere representar los vectores, se siguen los procedimientos descritos al

principio.

-2 4

NUMEROS COMPLEJOS EN LA VENTANA CAS

En la vista CAS no se reconoce la letra i como unidad imaginaria; es necesario para
introducirla escribiendo alt+i o ctrl+i en Windows y Mac, respectivamente; también se puede

seleccionar de la caja de simbolos.

Si se escribe 2+3 { se obtendra el nimero complejo pero no se representara en la Vista
grafica.
¥ Calculo Simbdlico (CAS)
2431

- 243
Para obtener desde CAS el nimero complejo también en la Vista Algebraica y su afijoy

el vector que lo representa en la Vista Grafica, se siguen los pasos descritos en la Vista CAS en

la siguiente pantalla:

b Vista Algebraica X| | » Calculo Simbdlico (CAS) X | » Vista Grafica
- Ndmero complejo 2 4=+ EJE IMAGIMARIO
) L,=2 +3i 1 - ai
i
- Vector - ;= 2431
_ (2
= (3) u=Vectorlz_1] i
2
2
o —ou = ( j
3/ 1|.

Qi
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FUNCIONES Y COMANDOS ELEMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS

En la Vista CAS:

Parte real y parte imaginaria (un comando y una funcién para cada una):

3 ¥z 1) 5 yiz_1)
= 2 = 3

4 realiz_1) 6 imaginarialz_1)
== 2 = 3

Moddulo y argumento:

7 absiz_1)
= 3.61
argiz_1
8 91 10 83 (180 /m)
= 0.98
= 56.31
q El resultado estd en radianes i ]
11 Ahora esta en grados sexagesimales
Conjugado:

conjugadolz_1)
12
= 2=31

13 Reflejalz_1, EjeX]

= 2 —3i

En la Vista Grafica:

Ademas de los usados anteriormente en la vista CAS, disponemos de dos comandos
mas para el mddulo y el argumento.

Longitud[z_1], Angulofz_1]

Una vez hallado el médulo, podemos escribirlo en forma irracional usando
Textolrracional[a].

El comando Angulo ademds de proporcionar el angulo en grados sexagesimales dibuja
dicho dngulo en la Vista Gréfica.
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P Vista Algebraica X | » Vista Grafica

: Mimero EJE IMAGIMARID
H—. a =3.E1

Mumero complejo
; 3i -

L@ textol = “v13"”

ou=(2)

Angulo 56 310

di

Actividad 2.

Calcula el valor de a para que (a+2i)(3-4i) sea un nUmero imaginario puro.

* Calculo Simbdlico (CAS)
T

Resuelve[real{(a+2 i }(3-4 i ))=0]

-y

Actividad 3.

Calcula el valor de x para que el resultado de (x+3i)(4-xi) sea un nimero real.

* Calculo Simbdlico (CAS)
T

Resuelvelimaginarial(x+3 1 J4-x1i )]

. {x=—2 v’i,xzzvﬁ}

OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

Las operaciones bdsicas de suma, resta, multiplicacién y divisibn de numeros
complejos se realizan en la vista CAS con los simbolos habituales de esas operaciones.
NuUmeros complejos 8
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Actividad 4.

Dados los numeros complejos z;=-3+2i, z,=1-i halla:

a) z;+z; b) z;- 2 c)z:- 2, d)zi/ z,
z_1+z_ 2
3
- =241
z 1z 2
4
-~ =44+ 3i
. 1z 2
Z 1=-3+210 5
1 -~ =145
= I = =342i
iz 2
7 2=1-i
2 6 -5 — 1
= Iy = 1—i - 2

NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR

Recuérdese que el médulo de un niumero complejo, z, es la longitud del vector que lo
representa. Se designa por [z/.

Argumento de un nimero complejo, z, es el angulo que forma el vector con el eje real.

Si [z|=r y arg(z)= a, el nUmero complejo se puede representar asi: z = 1,

En GeoGebra, para introducir y representar, por ejemplo, el nimero z = 44,4- basta
escribir en la barra de entrada de la Vista Algebraica (4;120°). Obsérvese que es con punto y
coma y con el simbolo de grado sexagesimal.

Si se escribe simplemente eso, representa el afijo del nimero complejo.

NuUmeros complejos 9
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¥ Vista Algebraica #| | * Vista Grafica
- Punto -
- ] A=|:4;120u}
EJE IMAGIMARID
L
3i4
2i4
1i -
Oi
-2 -1 0 1
Si se le pone nombre z;, = (4;120°) representaré el vector.
F Vista Algebraica #| | * Vista Grafica
- Punto -
@ A=(4;120°
Vector EJE IMAGINARIO
. z1 = {4' lzuﬂ}
3i 4
2i 4
1i
i
-2 -1 ] 1
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Paso de forma polar a binémica

El paso de forma polar a bindmica es inmediato. Basta escribir

transforma tanto un vector como un punto.

Ademas se puede escribir en forma de texto irracional

Paso de forma bindmica a polar

Entrada; AComplejo[a]

Entrada: Textolrracionallz_2)

Se obtiene escribiendo Entrada: APolar| EETITITTEN , y transforma tanto un vector

como un punto.

Actividad 5.

a) Pasa a polar los nimeros complejos z;=-3+3iy z, =-f
b) Pasa a forma binomica los nimeros complejos z; = 3150° y 24 = 4150°

En la barra de entrada se escribe

z_1=-3+3i
z_2=-

APolar{z_1]
APolarfz_2]

Z_3=(3,120)
I_4=(4,180)

AComplejofz_3]
AComplejofz_4]

Se obtiene

NuUmeros complejos

¥ Vista Algebraica
Mimero complejo

..... o I =.3+3i

..... ® 1,=0-i
Funto

----- ® A=(4.24:1357)

----- ® B=(1;270%)
Vector

..... ® u=— —1.5 -|— 2.61

..... o v=-1 + ]

..... 9 Zz = (3.‘. 12[':')
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Otra forma de representacion grafica de nimeros complejos

Si en la barra de entrada se introduce el nUmero 3+4i directamente o en forma de

vector Entrada: 1(3+41)] | se obtiene

5i

4i 4

3i

2i 4

En la vista grafica anterior no se obtiene ninguna informacion sobre maddulo o
argumento del nimero complejo. Existe otra forma de representacion con coordenadas
polares.

En GeoGebra se accede a las propiedades de la Vista Grafica, se elige en Cuadricula la
opcion Polar; se marca la distancia entre 1 y 1/12 (con ello se divide la circunferencia en
sectores de 15 grados). La cuadricula mostrara circunferencias concéntricas de radios 1, 2, 3,
etc.; y dividida en los sectores comentados anteriormente.

Basico EjeX Ejey Cuadricula

Mostrar cuadricula

Tipo de cuadricula

Palar e
Distancia;

r1 w B M2 v
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[
il
=
L]

-5 -4 -3 2 -1 g 1

Actividad 6

Representa en coordenadas polares los cuatro nimeros complejos de la actividad 5.

’

21:'3+3i Zy=-I 23:31200 24:41300

_,.-
-4 -3 2
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Operaciones con complejos en forma polar

Producto: r, - r'g =(r-r’)a.s

Cociente: —% = (L)a_ﬁ

T'B r/
Potencia: ()" = (M) ,a

En GeoGebra existe un problema con estas operaciones. Si se toman los complejos de
las actividades anteriores z; = 31,0 v 24 = 4150° , se obtienen vectores y si se multiplican se
obtiene

¥ Vista Algebraica

- Mimero

o a==tg

- Vector Mimero a
@ 23 = (3:120°)

@ z4 = (4:1807) 2324

Se observa que ese numero a=6 no tiene nada que ver con la forma polar de la
multiplicacidn. ¢Qué es entonces? Es precisamente el producto escalar de los vectores z; y z, .

Para solventar ese incoveniente se propone realizar las operaciones de esta forma:
Producto: APolar[AComplejo[z_3] AComplejo[z_4]]

Punto A

- Punto
@ A=(12; 300%)

APolarfAComplejolz_3] AComplejofz_4]]
Cociente: APolar[AComplejo[z_3] / AComplejo[z_4]
Punto B
APolar[AComplejofz_3] T AComplejoz_41] L@ B=(0.75 3[]0:”
Potencia: APolar[AComplejo[z_3]?]
Punto C

APolarAComplejolz_2 7 ® C=(9 2407 |

Los resultados de las operaciones anteriores quedan representados por puntos o afijos
de los numeros complejos.

NuUmeros complejos 14



Club GeoGebra Iberoamericano

-G

B
e} -
=B —
¥
. -8
=0 - A
®

Un nimero complejo r, tiene n raices n-ésimas. Todas tienen el mismo mddulo, V7, y

sus argumentos son

a+360-1 a+360-2 a+360-(n—1)

) n ’ n ) %) n

e
n
Si n>2, los afijos de esas raices son los vértices de un poligono regular de n lados.
Actividad 7
Halla las raices cubicas de 8i
8i=84°
Se propone la siguiente solucidn: Introducir n=3, r=8, a=90°

¥ Vista Algebraica
Mimera

y a continuacion el comando Secuencia[(r*(1 / n); (a + (k 360)°) / n), k, 0, n - 1]
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¥ \ista Algebraica

- Lista
~- i listal = {(2; 30%), (2; 150°), (2; 270°)}
- MNimero
..... n=3
- : r=8a
- Angulo
- o= 9aQ°
[ ] 1 ®
2 1 > ) 1 2
£
_2.
Actividad 8
Halla las raices cuartas del nimero complejo z = —8 — 8v/3 i
APolar[-8 - 8sqrt(3) {]
» Vista Algebraica » Vista Algebraica
- Punto MNimero
@ A=(16;240%) - n=4
- r=16
77 Redefine Punto
Punto A @ A=(16;2407
- Angulo
APolar[-8 - Bsqrt(3) i o a=240°
Secuencia[(r*(1/ n); (o + (k 360)°) / n), k, 0, n-1]
¥ Vista Algebraica
- Lista
- @ listal = {{2; 60°), (2; 150%), (2; 240°), (2; 330°)}
- Mimero
..... n=4
e r=16
- Punto
- @ A=(16;240°)
- Angulo
o a = 240°
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&)

3
5]

2 -1

Algunas interpretaciones graficas en el plano complejo
Actividad 9

Sabiendo que, como consecuencia de la definicion de nimeros complejos en forma
polar, al multiplicar un nimero complejo z=r, por 13 se gira Z un angulo B alrededor del

. . / p . T [¢]
origen, determina en cada caso por qué nimero complejo hay que multiplicar a Z;=25¢ para

obtener
_ [¢] _ o _ o
Z,=299 23=2530 24=230
Comprueba graficamente las soluciones.

NuUmeros complejos 17



Club GeoGebra Iberoamericano

;= 2500 : 140o

P Vista Algebraica

- Punto
i i) A =(2;90%)

7 Redefine

FPunto A

APolar[AComplejo[(2; 50" AComplejol(1; 40%)]]

Se ha obtenido el vector con el comando Vector[A]

. 71 = {2;.54} )

/3= 2500 : 1180o

¥ Vista Algebraica

- Punto |
~ @ A=(2;230°) £ f
Vector
—1.29
...... ®u-=— [\_1.53)

ly= 2500 : 12700

¥ Vista Algebraica

- Funta

. A= :EI 32[]1:}

- Vectar

_ [ 1.53

I z1 = (2:50%)

=
=2
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Actividad 10

Representa los numeros complejos Z cuya parte real es 2.

Si z es el nimero complejo genérico Z=X+Yi hay que representar la recta x=2, ya que

sus afijos estaran en ella.

4i 4

3i q

_4i 4

Las representaciones anteriores se han
respectivamente:

Secuencia[2 +n i, n, -4, 4, 0.5]
Secuencia[Vector[(0, 0), APunto[2 + n {]], n,

Actividad 11

obtenido con los siguientes comandos,

-4,4,0.5]

Representa los complejos Z cuya parte imaginaria estd comprendida entre -1 y 1.

Si z es el nimero complejo genérico Z=X+Yi hay que representar la zona comprendida entre

las rectas y=1 e y=-1.

----------------------- 4

NuUmeros complejos
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Se puede representar alguno de los afijos de los nimeros que cumplen la condicidn
con Secuencia[Secuenciala+ b i, a, -3, 3,0.5], b, -1, 1, 0.5].

Actividad 12
Representa los nimeros complejos Z que cumplan |Z | =3

Si z es el nUmero complejo genérico Z=X+yi, ha de verificarse:

lx +yi|=yx2+y2 =3 = x2+y2=9

Se trata de los niumeros complejos cuyos afijos estan en la circunferencia de centro el
origen y radio 3.

Se han dibujado con:
Secuencial(a, sgrt(9 - a?)), a, -3, 3, 0.5]

Secuencial(a, -sqrt(9 - a2)), a, -3, 3, 0.5]
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O bien,

Secuencia[Vector[(0, 0), (a, sqrt(9 - a2))], a, -3, 3, 0.5]
Secuencia[Vector[(0, 0), (a, -sqrt(9 - a?))], a, -3, 3, 0.5]

Actividad 13

Representa los nimeros complejos Z que cumplan 2<|z|<4

Si z es el nUmero complejo genérico z=x+yi, ha de verificarse:

(x®2 +y2>4) A (x? + y* < 16) (notacién en GeoGebra)

Numeros complejos
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ACTIVIDADES

-5 -_8
1" =1

V2
1. La suma de las partes reales de dos complejos conjugados es 6 y el médulo de uno de ellos
es 5. Calcula ambos nimeros.

Escribe en forma polar el resultado del cociente:

2. La suma de dos nimeros complejos es 3+1 vy la parte real de uno de ellos es 2. Determina
dichos numeros sabiendo que su cociente es imaginario puro.

3. Calcula my n para que se cumpla la igualdad: 4m_2_| =6-2i.
3+ni
4. Calcula las partes reales e imaginarias de:
3-2i 1 4+i 1+3i
b - d -
D G 9173 ) o
)3—2i ; 5-5i 1 2 +5/2—i\/§
e - : -
2_3i 3+ 4i ¥ 24iv3 1+iv3 2+iv3
h) A—1)(1+1)i i) (5-1)1+5i) ) @-02+30)(3+1)(2-2i)
k) (1+i)* ) (2+5i)° m) (3-2i)° n) i34
1-i)° 1 A+ia-i)* 6i (2 —i)(1— 2i)>?
o) 5 P) 6 A s r :
1+1) (1-1) (1+2i1) 3+i
5. Dados los niimeros complejos z, = 577, Z, =25y Z; =4i,calcula
4
Z Z '223
a)z,-2 b) c)
P (z,)° Z4
(z,)° 4
dz,-z e)——— f)z,—
P Z; '(23)2 ? Z,

3—ki 7
6.Sea z= T Calcula el valor de k para que arg(z) = n

7. Sea =3, (3—Ki) . Calcula el valor de k para que z sea un numero imaginario puro.

1
8.5ea z=+/3—i.Calcular:a) Z b) 2 c) z* d)‘{E
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9. Representa graficamente las soluciones de las ecuaciones:
a) x> —4x+13=0 b) X2 +16=0
10. Expresa en forma bindmica los siguientes complejos:

a) 71500 b) 2,/ ¢) 33714 d) Sy350

11. Determina la forma polar de los nimeros:

a) —23-2i b)3-3J3i o —-4+4i  d) 7+7i

12. Calcula el resultado de las siguientes operaciones.

)(1+i)(1—i)5 g2 , 2 2
RPWPNCY 1-3i 14430 1+i

13. Un cuadrado tiene sus vértices por encima del eje real. Si dos vértices consecutivos del
cuadrado son Z, =2+1 y Z, =5+ 3I, halla los otros dos vértices.

14. Halla las siguientes raices:

a) 3/1+i b) ¥/—i c) 4/—64 d) 3/-27

15. Calcula las raices cuartas de -1y dei.

1+i
16. Calcula y representa: 3 1—
—I1

17. Calcula las raices cuartas de 2/ y represéntalas graficamente.

1+2i

18. Calcula las raices quintas de
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