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第一章 极限与连续 

1.1数列极限的概念与性质 

【内容分析】 

本节主要在理解数列的概念的基础上，掌握常见数列的敛散性。对收敛数列的性质，数列的抽象定义，专

科阶段只做了解。 

【教学内容】 

1.数列的概念与性质 

2.数列极限的概念与性质 

3. 几种常见数列的敛散性 

4. 无穷级数的基本概念 

【重难点】 

重点是数列极限的概念，常见数列的敛散性 

难点是常见的发散数列及类型。 

【知识目标】 

1. 了解极限的性质；  

2.理解极限概念； 

3.掌握几种常见数列的敛散性 

4.在实际应用中，了解无穷级数的基本概念 

【能力目标】 

1. 会借助图像分析常见数列的单调性和有界性 

2. 能借助软件画出数列图像并能分析常见数列的敛散 

3.能运用极限性质进行简单的四则运算 

4.尝试用𝜀 − 𝛿语言表述数列极限的概念 

【过程和方法目标】 

1.通过微课和阅读资料了解微积分发展历程及现代应用，理解极限思想的哲学思辨。 

2.复习数列的概念和性质，指出高中和大学的区别；并对常见数列、及他们的单调性和有界性做归纳。 

3.介绍数列的敛散性，即数列极限的概念。过程借助GGB，画出数列图像并能分析常见数列的敛散，掌握

图像分析的方法，培养几何直观。并适当介绍数列极限的概念𝜀 − 𝛿语言，具有初步的数学符号语言，培养

抽象。 

4.以税收中的乘数效应，简单介绍几何级数的相关概念。 

【情感态度和价值观目标】 

1.把握数列的函数本质，以及其特殊性，培养从一般到特殊，从特殊到一般的数学思维品质。 

2.借助数学工具GGB分析数列有界性、单调性、敛散性的过程中，培养学生数据分析、数学应用、数学的

工具化意识，既有几何直观又有抽象思维。 

3.在问题驱动、解决数学建模项目中，激发学生对数学的学习兴趣，具有数学视野。 

4.在组织启发、讨论、探究、实验等活动中，培养学生自主、探究、反思的学习习惯；增加交流沟通，团

队合作、竞争自信的职业素质，增强诚实认真的道德品质 。 

1.1.1数列的概念与性质 

一、数列的概念与性质 
问题：还记得高中数学的数列的概念吗？如何表示？ 

1.数列：按照一定的次序排列的一列数叫数列. 

① 常 用 {𝑎𝑛} 、 {𝑏𝑛} 、 {𝑐𝑛} 等 表 示. {𝑎𝑛}: 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ⋯ , 𝑎𝑛, ⋯ . 下 标 1,2,3, ⋯ , 𝑛, ⋯  叫 数 列 的 项 数. 𝑎𝑛
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叫项，其中𝑎1是第一项 ，叫首项，𝑎𝑛 是第n项，也叫通项或一般项. 项数和项之间建立了函数关系，项数n

是自变量，𝑎𝑛是因变量, 数列是个特殊的函数，他的定义域是正整数集或其子集. 

②我们还知道，有有限个数的数列叫有限（有穷）数列，无限个数的数列叫无限（无穷）数列， 

例如，{
1

𝑛
} : 1,

1

2
,

1

3
, ⋯ ,

1

𝑛
, ⋯首项𝑎1 = 1，𝑎𝑛 = 𝑛即通项公式，是无限数列， 

     数学中常用英文字母表中前面的表示常量，后边的表示变量，大学通常用{𝑥𝑛}、{𝑦𝑛}、{z𝑛}表示数列，  

更能体现数列是特殊的函数.另大学中的数列没特别说明，一般指无限数列. 

 

 

 
二、常见的数列 
【数学探究】认识常见的数列，试着用Excel进行实验，画出下列数列的图像(散点图),并重点分析数列的有

界性和单调性. 

① {𝑛}: 1,2,3, ⋯ , 𝑛, ⋯               自然数列 

② {
1

𝑛
} : 1,

1

2
,

1

3
, ⋯ ,

1

𝑛
, ⋯              调和数列 

③ {𝑎}: 𝑎, 𝑎, 𝑎, ⋯ , 𝑎, ⋯             常数列 

④ {
1

2𝑛} :
1

2
,

1

4
,

1

8
, ⋯ ,

1

2𝑛 , ⋯           无穷递缩等比数列 

 
⑤ {(−1)𝑛}: −1,1, −1, ⋯ , (−1)𝑛, ⋯  （常）震荡数列 

⑥ {𝑛(−1)𝑛}: −𝑛, 𝑛, −𝑛, ⋯ , 𝑛(−1)𝑛, ⋯ （无穷）震荡数列 

⑦ {(1 +
1

𝑛
)

𝑛
}：2, (

3

2
)

2
, (

4

3
)

3
, (

5

4
)

4
⋯ , (1 +

1

𝑛
)𝑛, ⋯   欧拉数列 

 
【拓展练习】写出下列数列，试着用Excel进行实验，画出下列数列的图像(散点图),并重点分析数列的有界

性和单调性. 

① {
𝑛

𝑛+1
}：

1

2
,

2

3
,

3

4
, ⋯ ,

𝑛

𝑛+1
, ⋯ 

数列是特殊的函数 

①满足函数的所有通性；  

② 自变量是𝐧,因变量是𝒚𝒏; 定义域是正整数集（高中的数列分有穷和无穷数列，大学里说到数列一般指

无穷数列）;   

③数列的图像是散点图（可用Excel进行数学实验）; 

④数列一般记作整标函数：𝒚𝒏 = 𝒇(𝒏)(𝒏 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … ) . 
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② {
𝑛+(−1)𝑛+1

𝑛
}：2,

1

2
,

4

3
, ⋯ ,

𝑛+(−1)𝑛+1

𝑛
, ⋯ 

③ {
𝑛+(−1)𝑛

𝑛
}：0,

3

2
,

2

3
,

5

4
, ⋯ ,

𝑛+(−1)𝑛

𝑛
, ⋯ 

 

1.1.2数列极限的概念和性质 

一、数列极限的概念 
1.数列的极限：设数列𝑦1, 𝑦2, 𝑦3,  𝑦4, ⋯ , 𝑦𝑛, ⋯ 若当n无限增大时, 𝑦𝑛趋向于一个常数A, 则称数列{𝑦𝑛}以A为极

限，记作 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒚𝒏 = 𝑨或𝒏 → +∞, 𝒚𝒏 → 𝑨或𝒚𝒏 → 𝑨(𝒏 → +∞). 

有极限的数列称为收敛数列.没有极限的数列称为发散数列. 

 

2.常见数列的敛散性 

【数学探究】结合图像分析常见数列的敛散性. 

① {𝑛}: 1,2,3, ⋯ , 𝑛, ⋯               自然数列 

② {
1

𝑛
} : 1,

1

2
,

1

3
, ⋯ ,

1

𝑛
, ⋯              调和数列 

③ {𝑎}: 𝑎, 𝑎, 𝑎, ⋯ , 𝑎, ⋯             常数列 

④ {
1

2𝑛
} :

1

2
,

1

4
,

1

8
, ⋯ ,

1

2𝑛
, ⋯           无穷递缩等比数列 

 
⑤ {(−1)𝑛}: −1,1, −1, ⋯ , (−1)𝑛, ⋯  （常）震荡数列 

⑥ {𝑛(−1)𝑛}: −𝑛, 𝑛, −𝑛, ⋯ , 𝑛(−1)𝑛, ⋯ （无穷）震荡数列 

⑦ {(1 +
1

𝑛
)

𝑛
}：2, (

3

2
)

2
, (

4

3
)

3
, (

5

4
)

4
⋯ , (1 +

1

𝑛
)𝑛, ⋯   欧拉数列 

数列的极限的几何解释 

①自变量𝑛的趋向：𝑛 → +∞（表示𝑛取正数，且无限增大.） 

②因变量𝑦𝑛的趋向：一个常数 

③符号书写: 

④图解常见数列的敛散性： 

𝑛 → +∞表示𝑛取正数且无限增大;口诀：𝒚轴右侧,一直往右看; 

𝑛 → −∞表示𝑛取负数且无限减小;口诀：𝒚轴左侧,一直往右看; 

𝒏 → ∞ ⇔ {
𝒏 → +∞
𝒏 → −∞
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【拓展练习】写出下列数列，试着用 Excel 进行实验，画出下列数列的图像(散点图),并重点分析数列的有

界性和单调性. 

① {
𝑛

𝑛+1
}：

1

2
,

2

3
,

3

4
, ⋯ ,

𝑛

𝑛+1
, ⋯ 

② {
𝑛+(−1)𝑛+1

𝑛
}：2,

1

2
,

4

3
, ⋯ ,

𝑛+(−1)𝑛+1

𝑛
, ⋯ 

③ {
𝑛+(−1)𝑛

𝑛
}：0,

3

2
,

2

3
,

5

4
, ⋯ ,

𝑛+(−1)𝑛

𝑛
, ⋯ 

 
总结与思考：数列发散有哪几种情况？ 

【基础探究】 

1.结合图像判断下列常见的数列敛散性 

① lim
𝑛→+∞

(
1

2
)

𝑛
= 0 ② lim

𝑛→+∞
2𝑛 = ∞③ lim

𝑛→+∞

1

√𝑛
= 0④ lim

𝑛→+∞
𝑛2 = ∞⑤ lim

𝑛→+∞
√5
𝑛

= 1 

 
【拓展探究】 

2.试着进行实验，画出下列数列的图像(散点图),结合图像判断下列常见的数列的敛散性 

1. lim
𝑛→+∞

𝑞𝑛 = 0(|𝑞| < 1)； lim
𝑛→+∞

𝑞𝑛 = ∞(|𝑞| > 1). 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛𝑘
= 0(𝑘 > 0) ; 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑛𝑘 = ∞(𝑘 > 0). 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

√𝑎
𝑛

= 1(𝑎 > 0) ; 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

√𝑛
𝑛

= 1. 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛𝑘

𝑎𝑛
= 0(𝑎 > 1, 𝑘 > 0) 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑎𝑛

𝑛!
= 0(𝑎 > 1) 

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛!

𝑛𝑛
= 0 

7. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

√𝑛!
𝑛 = 0 

8. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛

√𝑛!
𝑛 = 𝑒 

9. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

1!
+

1

2!
+ ⋯ +

1

𝑛!
) = 𝑒 

10. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
) = +∞ 
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11. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
− 𝑙𝑛𝑛) = 𝐶 

【拓展】 

*3.数列极限的严格化定义(𝜺 − 𝑵语言) 

 

二、数列极限的性质 
1．数列的敛散性法则 

 
2.收敛数列的性质 

性质1.唯一性：收敛⟹极限存在且唯一 

性质2.局部有界性：收敛⟹某个去心邻域内有界 

 

例如，⑥{(𝟏 +
𝟏

𝒏
)𝒏}：𝟐, (

𝟑

𝟐
)

𝟐
, (

𝟒

𝟑
)

𝟑
, (

𝟓

𝟒
)

𝟒
⋯ , (𝟏 +

𝟏

𝒏
)

𝒏
, ⋯ ； {

𝑛

𝑛+1
}：

1

2
,

2

3
,

3

4
, ⋯ ,

𝑛

𝑛+1
, ⋯; 

单增有上界⟹收敛. lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)𝑛 = 𝑒 , lim

𝑛→+∞

𝑛

𝑛+1
= 1 

 
② {

𝟏

𝒏
} : 𝟏,

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟑
, ⋯ ,

𝟏

𝒏
, ⋯ ④ {

𝟏

𝟐𝒏} :
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟒
,

𝟏

𝟖
, ⋯ ,

𝟏

𝟐𝒏 , ⋯单减有下界⟹收敛. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛
= 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

1

2𝑛 = 0 

 
注意：单调增加的数列若没有上界，则他发散到+∞；单调减少的数列若没有下界，则他发散到−∞。 

例如， 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝟐 = + ∞， 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒏
−𝟏

𝟐 = + ∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒚𝒏 = 𝑨 ⟺ ∀𝜺 > 𝟎, ∃𝑵, 𝒔𝒕. ∀n>N⟹ |𝒚𝒏 − 𝑨|<𝜺. 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒚
𝒏

≠ 𝑨  ⟺ ∃𝜺 > 𝟎, ∀𝑵, 𝒔𝒕. ∃n>N⟹ |𝒚𝒏 − 𝑨| ≥ 𝜺 

①用定义证明数列的极限(𝜺 − 𝑵法) 

②证明数列发散的方法： 

𝟏)∃某一子数列𝒙𝒏𝒌发散 ⟹ 数列𝒙𝒏发散（逆否） 

𝟐)∃两个子数列不收敛于同一个常数 ⟹ 发散 

① 收敛+收敛=收敛;收敛-收敛=收敛;收敛×收敛=收敛;收敛÷收敛(≠ 𝟎)=收敛 

② 收敛+发散=发散 

③ 发散+发散≠发散 

①无界⟹发散（逆否命题成立） 

②有界⇏收敛（逆命题不成立） 

③单调有界⟹收敛. 

单增有上界⟹收敛; 

单减有下界⟹收敛 
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性质 3. 局部保号性：收敛⟹某个去心邻域内保号 

非负函数的极限一定是非负的 

性质 4.海涅 THR:数列𝑥𝑛 → 𝑎 ⟺ ∀子数列𝑥𝑛𝑘 → 𝑎 

 

例如，有界 ⇏ 收敛(逆命题不成立)，∃两个子数列不收敛于同一个常数 ⟹ 发散 

⑤{(−𝟏)𝐧 ::-1, 1,-1, 1,⋯ , (−𝟏)𝐧 , ⋯ 数数列 lim
k→+∞

x2k = 1; 数数列 lim
k→+∞

x2k−1 = −1 ， lim
n→+∞

(−1)n = {
−1
1

 （两个

常数）;同理， lim
n→+∞

(−1)n+1 = {
1

+1
（两个常数） 

 

再例如， lim
n→+∞

sin
1

n
= 0, 而 lim

x→0
sin

1

x
不存在, 

 

而 lim
x→0

sin
1

x
不存在，取xn =

1

2nπ
→ 0(n → +∞)，则 lim

n→+∞
sin

1

xn
= lim

n→+∞
sin2nπ = 0； 

取xn
′ =

1

2nπ+
π

2

→ 0(n → +∞)，则 lim
n→+∞

sin
1

xn
′ = lim

n→+∞
si n (2nπ +

π

2
) = 1 

lim
n→+∞

sin
1

xn
≠ lim

n→+∞
sin

1

xn
′

 

整体收敛，部分收敛；部分发散，整体发散 

①∃某一子数列𝐱𝐧𝐤发散 ⟹ 数列𝐱𝐧发散（逆否） 

②∃两个子数列不收敛于同一个常数 ⟹ 发散③单调有界⟹收敛. 

③若子数列𝐱𝟐𝐤−𝟏、 𝐱𝟐𝐤都收敛于同一个常数𝐚 ⟹ 数列𝐱𝐧 → 𝐚 
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性质 5.极限存在准则 

(1)  夹逼准则 (准则1) 

①𝑦𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑧𝑛(𝑛 = 1,2, … ) 
② lim

𝑛→+∞
𝑦𝑛 = lim

𝑛→+∞
𝑧𝑛 = 𝑎 

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑎 

(2)单调有界数列必有极限 ( 准则2 ) 

𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1 ≤ ⋯ ≤ 𝑀 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑎(≤ 𝑀); 

𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ ⋯ ≥ 𝑥𝑛 ≥ 𝑥𝑛+1 ≥ ⋯ ≥ 𝑚 ⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑏(≥ 𝑚); 

【专升本连接】先试着用放缩法求出下列数列的范围，下次课之后再利用夹逼定理完成极限的计算. 

1. 求 lim
𝑛→+∞

(
1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
)

⬚
 

解析: ∵
1

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
≤

1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛

≤
1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 1
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 1
 

∴

𝑛(𝑛 + 1)
2

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
≤

1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
≤

𝑛(𝑛 + 1)
2

𝑛2 + 𝑛 + 1
 

即:
𝑛2 + 𝑛

2(𝑛2 + 𝑛 + 𝑛)
≤

1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
≤

𝑛2 + 𝑛

2(𝑛2 + 𝑛 + 1)
 

而 lim
𝑛→+∞

𝑛2 + 𝑛

2(𝑛2 + 𝑛 + 𝑛)
=

1

2
, lim

𝑛→+∞

𝑛2 + 𝑛

2(𝑛2 + 𝑛 + 1)
=

1

2
, 由夹逼定理知 

lim
𝑛→+∞

(
1

𝑛2 + 𝑛 + 1
+

2

𝑛2 + 𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛 + 𝑛
) =

1

2⬚
 

2. lim
𝑛→+∞

𝑛 (
1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 2𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
) = 1 

解析: ∵ 𝑛(
1

𝑛2 + 𝑛𝜋
+

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
) ≤ 𝑛(

1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 2𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
)

≤ 𝑛(
1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝜋
) 

∴ 𝑛
𝑛

𝑛2 + 𝑛𝜋
≤ 𝑛(

1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 2𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
) ≤ 𝑛

𝑛

𝑛2 + 𝜋
 

即
𝑛2

𝑛2 + 𝑛𝜋
≤ 𝑛(

1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 2𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
) ≤

𝑛2

𝑛2 + 𝜋
 

而 lim
𝑛→+∞

𝑛2

𝑛2 + 𝑛𝜋
= 1, lim

𝑛→+∞

𝑛2

𝑛2 + 𝜋
= 1, 由夹逼定理知 

lim
𝑛→+∞

𝑛 (
1

𝑛2 + 𝜋
+

1

𝑛2 + 2𝜋
+ ⋯ +

1

𝑛2 + 𝑛𝜋
) = 1 

3. (2015计算机) lim
𝑛→+∞

(
1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
) 

解析: ∵
1

√𝑛2 + 𝑛
+

1

√𝑛2 + 𝑛
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
≤

1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛

≤
1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 1
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 1

𝑛

√𝑛2 + 𝑛
 

∴
𝑛

√𝑛2 + 𝑛
≤

1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
≤

𝑛

√𝑛2 + 1
 

而 lim
𝑛→+∞

𝑛

√𝑛2 + 𝑛
= 1, lim

𝑛→+∞

𝑛

√𝑛2 + 1
= 1, 由夹逼定理知 

lim
𝑛→+∞

(
1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
) = 1 

【竞赛与考研】 

（1996年1）设𝑥1 = 10, 𝑥𝑛+1 = √6 + 𝑥𝑛(𝑛 = 1,2, ⋯ ),试证明{𝑥𝑛}的极限存在，并求此极限. 
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证明：𝑥1 = 10， 𝑥2 = √6 + 𝑥𝑛 = 4, 𝑥1> 𝑥2，易证单调减少的数列. 知极限存在. 

设 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑎 ，𝑥2
𝑛+1 = 6 + 𝑥𝑛，两边同时取极限得，𝑎2 = 6 + 𝑎，𝑎 = 3, 

所以， 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 3 

1.1.3税收中的乘数效应 

在经济领域和社会生活中，会遇到多个甚至无穷多个数相加的问题，也就是求和的问题。这里的“和”

已经不是普通意义下有限个数的和了，那么这个“和”什么意思呢？在传统的凯恩斯宏观经济模型中,用于解

释政府财政政策重要性的一个重要工具是乘数.其基本的思想是说,如果政府的支出增加,就会产生乘数效应,

其对经济活动最终的影响一定大于最初支出的.  

例：为了刺激经济的发展，某联邦政府通过一项削减100亿美元税收的方案。假设居民收入的分配为：国

家收入的93%用于消费，7%用于储蓄.试估计削减税收对整体经济活动的总效应（即消费总额有多大）.  

一、税收中的乘数效应 

1. 乘数效应：经济学上把类似这种由于消费产生更多消费的经济现象称为乘数效应。 

2.把这个93%称为“ 边际消费倾向”，将每人花费1美元额外收入的比例，记为MPC=0.93.把7%称为“边际

储蓄倾向”. 

3.实际效应：削减税所产生的消费总额. 消费总额=削减税×
𝑴𝑷𝑪

𝟏−𝑴𝑷𝑪
 

二、无穷级数 

1. 级数：已知数列𝑢1, 𝑢2, 𝑢3,  𝑢4, ⋯ , 𝑢𝑛, ⋯.则和式𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢4 + ⋯ + 𝑢𝑛 + ⋯或 

∑ 𝑢𝑛

+∞

𝑛=1

 

称为无穷级数，简称级数. 

2. 等比级数：等比数列的无穷项的和.又称几何级数. 𝑎1 + 𝑎1𝑞 + 𝑎1𝑞2 + ⋯ + 𝑎1𝑞𝑛−1 + ⋯= 

∑ 𝑎1𝑞𝑛−1

+∞

𝑛=1

 

3. 等比级数的和 

∑ 𝑎1𝑞𝑛−1

+∞

𝑛=1

= {

𝑎1

1 − 𝑞
，|𝑞| < 1

发散，|𝑞| ≥ 1
 

4.级数的收敛和发散：设无穷级数 

∑ 𝑢𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛 + ⋯ 

其部分和𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑛 = 1,2,3, ⋯ ) 成成一个部分和数列{𝑆𝑛} : 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, ⋯ , 𝑆𝑛, ⋯  如果数列
{𝑺𝒏}收敛且有极限S，即 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 𝑆, 

则称级数收敛，其和为S，即 

∑ 𝑢𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑆 

如果数列{𝑆𝑛}发散，则称级数发散（发散级数没有和）。 

解: 

成造数列{𝑢𝑛}：100 × 0.93,100 × 0.932, 100 × 0.933, ⋯ ,100 × 0.93n, ⋯. 

设消费总额为S，则S = 100 × 0.93 + 100 × 0.932 + 100 × 0.933 + ⋯ + 100 × 0.93n, ⋯ = ∑ 𝑢𝑛
+∞
𝑛=1  

因为，边际消费倾向MPC = 0.93.边际储蓄倾向=1- MPC = 0.07，削减税 = 100 

所以，实际效应即消费总额=削减税×
𝑴𝑷𝑪

𝟏−𝑴𝑷𝑪
=100×

𝟎.𝟗𝟑

𝟏−𝟎.𝟗𝟑
=

𝟗𝟑

𝟎.𝟎𝟕
≈ 1328.6(亿美元) 

练习：某城市为了刺激经济发展，政府决定减免税收1000万元，假设居民将收入的90%用于消费，10%用于
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储蓄.试问：1）用级数来表示消费总额2）政府减免税收政策会带动多大的消费？（答案约9000万元） 

阅读：分牛问题  

农夫养牛17头，临死前要把这17头牛分给自己的3个儿子。遗嘱是这样的：老大得1/2，老二得1/3，

老三得1/9。既不能把牛杀死，也不能卖了分钱。农夫死后，兄弟3人怎么也想不出办法。兄弟3人只好向

邻居请教。邻居想了想说：我借给你们一头牛，就好分了。这样，老大得到18的1/2为9头，老二得到1/3

为6头，老三得到1/9为2头，合计刚好为17头，剩下1头牛还给邻居。农夫的问题得到解决，邻居的聪明才

智令人赞扬。我们再细细思考一下，这样分牛合理吗？也就说，老大、老二和老三得到的牛数是否真的农

夫的遗嘱丝毫不差？ 

分析：第一次分后，老大得到17×1/2头牛，老二得到17×1/3头牛，老三得到17×1/9头牛。由于牛不能分

割，分数的分法在这里不起作用。这就是农夫儿子想不出办法的原因。 

为什么会出现分数而不是整数呢？问题就出在这里，按照农夫的遗嘱，第一次分后牛不能够把17头牛

完全分完，还剩下17/18头牛。 

每个人必须按照遗嘱继续分掉剩下的牛。 

第二次分后，牛也没有分完，还剩下牛17/182。每个人按照遗嘱继续分牛。 

继续分下去，这是一个收敛的无穷级数。 

也就是说，老大得到的牛头数为 

17×1/2＋17/18×1/2＋17/182×1/2＋7/183×1/2＋…… 

老二得到的牛头数为 

17×1/3＋17/18×1/3＋17/182×1/3＋7/183×1/3＋…… 

老三得到的牛头数为 

17×1/9＋17/18×1/9＋17/182×1/9＋7/183×1/9＋…… 

计算级数1/18＋1/182＋1/183＋……=1/17 

我们看到，经过级数计算的结果与邻居分牛方法完全一致。 

【作业】 

1.数学实验探究活动:借助GeoGebra软件小组合作讨论下列数列的单调性、有界性、敛散性完成表1和表2

（要求上传雨课堂-小组探究1） 

附表1. 

 数列  图像 单调

性 

有界

性 

敛散

性 

极限书写 

1 自然数列{n} 1,2,3,4,5,6,… 

 

 

 

 

    

2 调和数列{
1

n
} 1,

1

2
,
1

3
, … ,

1

x
…  

 

 

    

3 震 荡 数 列
{(−1)n} 

-1,1,-1,1,… 

 

 

 

 

    

4 常数列 
{2} 

2,2,2,2,…  

 

 

    

5 无穷递缩等

比数列 

{(
1

2
)

n

} 

1

2
.
1

4
,
1

8
, ⋯ ,

1

2n
, ⋯ 
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拓

展 
{

n

n + 1
} 

1

2
,
2

3
,
3

4
, … ,

n

n + 1
… 

 

     

 {(−1)n+1} 1,-1, 1,-1,… 

 

 

     

 
{

n + (−1)n

n
} 0,

3

2
,
2

3
,
5

4
⋯ ,

n + (−1)n

n
, ⋯ 

     

附表2. 

 常见类型 常见例子 

1. 常

见 的

收 敛

数列 

1.常数列  

 

2.调和数列  

 

3.无穷递缩的的等比数列  

 

4. 两个重要的极限  

 

2. 常

见 的

发 散

数列 

 

1. 正无穷  

 

2. 负无穷  

 

3. 无穷  

 

4. 震荡（两个）  

 

 

2.试着利用敛散性法则判断下列函数的敛散性，并说明理由，小组成员之间相互讲一讲,并完成表3. 

附表3. 

性质 举例 分析 

敛

散

性

法

则 

★1）

收敛数

列的四

则运算 

收敛+收敛= 4） ①{
1

𝑛
} 

②{
1

𝑛2} 

③1 −
1

2𝑛 

④{1+
1

𝑛
} 

⑤ {2(1 +
1

𝑛
)

𝑛
} 

⑥{𝑛 + 𝐶} 

⑦{3+(−1)𝑛} 

⑧{n+(−1)𝑛} 

⑨{(−1)𝑛+(−1)𝑛+1} 

★⑩{
𝑛+1

𝑛
}（需化简） 

⑪{
(−1)𝑛+(−1)𝑛+1+3

(1+
1

𝑛
)

𝑛 } 

收敛-收敛= 3） 

收敛×收敛= 2）、5） 

收敛÷收敛(≠ 𝟎)=  

2）收敛+发散= 6）、7） 

★3）发散+发散= 8）发散、 

9）收敛 
方法：敛散性法则，复杂问题需要化简转化

成四则运算 

 

 


