Semipaene polynomier.

Definition. Semipaene polynomier.

Ved et har semipaent polynomium forstas et polynomium med lige grad, som har tre heltallige
redder og tre heltallige ekstremumspunkter. Forkortelse (SP).

Forord.

Semipeaene polynomier er gode tasteopgaver pa gymnasieniveau eftersom facit kommer ud
som ’paene hele tal’. | dette skrift indgar nogle forskellige opgaver, som er tilteenkt det
gymnasiale niveau.

| arbejdet med de semipaene polynomier dukkede en —i hvert fald for mig — ganske
overraskende og fascinerende sammenheeng op mellem sadanne polynomier og
pythagoreeiske tripler. Desuden viste det sig, at en naerliggende generalisering af seetninger
om parametriseringer af SP med grad 4 og 6 til vilkarligt hgje grader a lige for, heller ikke hvad
man lige kunne forvente.

Dette skrift, og saerligt eksemplerne med SP som tillige har heltallige vendepunkter, ville jeg
ikke kunne have gennemfart uden hjeelp af CAS-veerktgjer, som viser sig meget brugbare.

Gentofte 28-01-2024.
Heine Stromdahl.  Yecze Stagmtasl
Seetning 1.

Betragt polynomiet f(x) med grad 2n, som er givet ved nedenstéende betingelser A og B og
ved forskriften

f(x) =2n f x2 73 (x — u)(x — v)dx

A: f(0) =0.

B: u og v er parametriseret saledes

u = s(x(2n — 1)(m? + t*) + 2mt(2n®* — 2n + 1))
v = 4smt(n® — n)

(m, s, t)eZ3,|m| # |n|, mts # 0,ne N,n > 1.

f(x) er et semipaent polynomium.

Bevis: Generalisering af metoden som anvendes i saetning 2, se side 12.

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.



Seaetning 2.

Parametrisering af semipaene fjerdegradspolynomier (SP).

For (m,n,s) € Z3medmn # 0,s = 0 ogs = 0 (Mod 2) er fjerdegradspolynomierne med
dobbeltrod i nul og redder

(rl) _ (25(3mn+m2)) hhv. (7‘1) _ (S(Zmz—n2+mn))

T 2s(3mn+n?) T s(2m2-n2-mn)

semipaene fjerdegradspolynomier.

Bevis: Side 5.

Bemeerkning.

Heltallige translationer af SP af formen g(x — m), m € Z, er trivielt ogsa SP.
Seetning 3.

Parametrisering af semipaene polynomier (SP) med grad 2n.
Antag at (n,m, t,s) € Z* med mts = 0,|m| # |[t|,n € N,n > 1.

Lad ry, 1, 0og f(x) veere givet ved

(7) = (oo Dmesamesy ) 08 169 =32 =) =)
f(x) er et semipaent polynomium.

Conjecture.

1: For ethvert n findes der sma veerdier af m og t hvor f(x) tillige har to heltallige
vendepunkter. Nedenfor er der 6 eksempler herpaforn = 2 ... 7.

2: For ethvert n findes der uendeligt mange SP med s = 1 hvor f(x) tillige har to heltallige
vendepunkter.

Punkt to er bevist af talteoretikere i tilfeeldet hvorn = 2.1

Bevis saetning 3.

Indtaster man polynomiet i et CAS-veerktgj og lgser ligningen f'(x) = 0 far man

f) =0

x = 4m?pqs — 4mpqs V x = 4m*pqs + 2mp?s + 2mq®s — 4mpqs — p*s — q*s + 2pqs

Saetningen er i gvrigt en neerliggende generalisering af formlen i saetning og 2 betragtet
sammen med en tilsvarende formel for semipaene sjettegradspolynomier, som kan udledes
pa neesten 100% identisk vis med beviset for saetning 2:
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Parametrisering af semipaene sjettegradspolynomier (SP).

Antag at (m, t,s) € Z3 med mts = 0, |m| # |t].

Lad ry, 1, 0og f(x) veere givet ved

2
() = (Comeront)) 08 FG) =G =) =ra)

f(x) er et semipaent polynomium. "

Beviset for seetning 3 kan formentlig ogsa udledes pa ligefrem vis ud fra resultatet i saetning 1.

QED.

Eksempler pa semipaene fijerdegradspolynomier med relativt sméa koefficienter.

fx)

x* 4+ 28x3 4+ 160x% = x* (x + 8) (x + 20)

x* — 4x3 — 4896x% = x* (x + 68) (x — 72)

x* + 24x3 + 82x% — 240x + 133

x* + 12x* — 80x* — 192x + 1024

x* + 8x% — 110x% + 1125

x* — 134x* + 504x + 637

x* — 56x3 + 720x?

x* — 60x® + 894x* — 1612x + 777

Elevopgaver til gymnasialt niveau.

1A: Vis med hjaelp af CAS-veerktgj at f(x) = x2(x — 308)(x — 360) er et semipaent
fijerdegradspolynomium med to heltallige vendepunkter.

1B-1: Antag nu at u er et vilkarligt helt tal, som ikke er nul.

Bevis med og uden CAS-veerktgj at f(x) = x?(x — 308u)(x — 360u) er er et semipaent
fijerdegradspolynomium med to heltallige vendepunkter.

1B-2:

Undersgge betingelser for hvornar f(x) = x3(x —u), f(x) = x2(x — uw)?, f(x) = x(x — u)3
matte veere peene fjerdegradspolynomier i den forstand at bade farste og anden afledede har

heltallige redder.

2: Bevis med hjeelp af CAS at heltallige translationer af formen g(x — m), m € Z af

f(x)=x*(x + 8) (x + 20)eretSP.

Bevis mere generelt med hjaelp af CAS at heltallige translationer af ovenstdende form af

vilkarlige SP ogsa er SP.

3: Bevis med CAS-veerktgj at polynomierne i seetning 3 er SP.

Eksempler pa SP med to heltallige vendepunkter. ¥
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Eksempler pa SP med to heltallige vendepunkter. ¥
n=2.

Et eksempel pa ovenstaende fremkommer allerede ved sma tal for m og n i parametriserings-
formlen i seetningen. | skeermklippet er det q(x) pa linje et, det er beregnet med hjeelp af
skydere i GeoGebra-programmet.

E = v & nyx=x= 12 &

» Algebra vindue X |» CAS X | » Tegneblok
® m=6
q(x)
® n=7 !
d =-1080 — x% (x 4+ 308) (x + 360)
e=-924
g(x) = x* (x +108| 2 Ekstremum(q)
h(x) = x (x 4+ 108( - {(—336,—-75866112), (—165,759169125),(0,0)} %= 6
i =-360
j=-308 3 | Ekstremum(q'(x)) n=-7
a(x) = x* (x + 360 ~ {(—264,7527168), (—70, —7075600) } ®
k =-76 S

Tre andre eksempler p& s&danne polynomier kan tilgés i linket til "On rational-derived
quartics”, de er ogsa medtaget i et skaermklip i slutnoter.

BuLL. AUSTRAL. MATH. Soc. 11p25, 11605
Vor. 51 (1995) [121-132]

ON RATIONAL-DERIVED QUARTICS

R.H. BucHHOLZ AND S.M. KELLY
n=3.

» CAS X
1 Ekstremum(h)

- {(0,0), (840, 90333779558400000), (1280, —13743895347200000) }

>

, | Rod(h)
— {x=0,x =1200,x = 1344}

3 | h(x)
~ x% — 2544 x°> + 1612800 x*

4 | Ekstremum(h'(x))
- {(576,213105808244736), (1120, —377644646400000) }
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n=4
» CAS % | » Tegneblok X
f(x) §
1 ) p=13 I
— x® (x— 71760) (x — 77520) i
q=19
5 | Ekstremum() y
—~ {(0,0), (59280,34714025576616147343025977380537630720000000000), (75072, —817947873 n=>5
3
3 Rod(f) s=3
—~ {x=0,x = 71760, x = 77520} ® -
q
4 | Ekstremum(f(x) ;
— {(49504,1821125999504753739462352637585077169029120), (69920, —447844680154349763
-4 -3 2 -1 0
5 a
=1
n=>5.
(s @
- x' — 149280 x® 4- 5562835200 x* L
|
g | Rod(n
- {x=0,x=71760,x = 77520} ™
£
|7 Ekstremum(r) e
' - {(0,0),(59280,34714025576616147343025977380537630720000000000), (75072, —817947878615399953778
8 Ekstremum(r'(x))
— {(49504,1821125999504753739462352637585077169029120), (69920, —447844680154349763069131310392!
n=6
» CAS * | » Tegneblok X
1|
p=13 }
— x' (x —49686) (x — 52920) .
q=20
2 Ekstremum(f) et
~ {(0,0),(43680,2677002984967362764974754701298472105224506378813440000000000000), (5159 n=7
3 | Rod( ek
~ {x=0,x — 49686, x — 52920} — P
4
4 | EKstremum(f(x)
13
— {(38808,262304523685911613195386116704643603598913468418500753096704), (49140, —75772¢ p
-4 =3 -2 =




n=7

*» Algebra vin

® m=9
h = -1965¢
k=250
d = -1664(
p(x) = x

{7G Veu 11-tester.ggh

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktej Vindue Hjeelp
E = v SN x= x= e

a(x) = (

> CAS x|

1 Rod(r)

— {x=—20160,x = —18928,x = 0}
2 Ekstremum(r)

— {(—19656, —1220404042165847231122156688975986385446903401036782764032), (—16640, 36294310:
3 Ekstremum(r'(x))

-~ {(—18720,2696692999893205792986687148792988194308096000000000000), (— 14784, —933522478361
4 | T

- x™ 39088 x'* + 381588480 x*
5 o

» Tegneblok %

3
m=9

e

2

t=-13

Paene og semipaene fjerdegradspolynomier. Pythagoreeiske tripler. ¥

Neeste side

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
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Paene og semipaene fjerdegradspolynomier. Pythagoreeiske tripler.
Definition.

Ved et semipaent fijerdegradspolynomium forstas et fierdegradspolynomium, som har praecis
tre forskellige heltallige radder og tre heltallige ekstremumspunkter. Ifglge algebraens
fundamentalsaetning ma en af redderne ngdvendigvis veere en dobbeltrod.

| dette indleeg gennemfgres en simpel udledning af en parametrisering af semipaene
fjerdegradspolynomier. Det viser sig, at der er en afbildning fra maengden af pythagoreeiske
tripler ind i meengden af semipeaene fjerdegradspolynomier.

Det uafklarede eksistensspgrgsmal om paene fjerdegradspolynomier.

Talteoretikere beviste i anden halvdel af det 20. arhundrede, at der findes uendeligt mange
semipane fjerdegradspolynomier hvor den anden afledede har to heltallige ekstremaV", fire
eksempler herpd medtages i dette dokument. Det vides ikke om der eksisterer et ’rigtigt paent
fijerdegradspolynomium med hele fire forskellige heltallige redder og hhv. tre og to heltallige
ekstrema for farste og anden afledede.

’

Seetning.
Parametrisering af semipaene fjerdegradspolynomier (SP).

For (m,n,s) € Z2medmn # 0,s # 0 ogs = 0 (Mod 2) er fjerdegradspolynomierne med
dobbeltrod i nul og redder

(rl) _ (Zs(3mn+m2)) hhv (rl) _ (s(ZmZ—n2+mn))
r2) — \2s(3mn+n?) "\rn) T \s(2m2-n2-mn)
semipaene fjerdegradspolynomier.

Bemaerkning. Heltallige translationer af SP af formen g(x — m), m € Z, er trivielt ogsa SP.

Eksempler pa semipaene fjerdegradspolynomier med relativt sma koefficienter.

f)

x*+ 28x3 + 160x%2 = x* (x + 8) (x + 20) x* — 4x3 — 4896x2% = x* (x + 68) (x — 72)
x* + 24x3® + 82x% — 240x + 133 x* 4+ 12x% — 80x% — 192x + 1024

x* + 8x% — 110x% + 1125 x* — 134x? + 504x + 637

x* — 56x3 + 720x? x* — 60x% + 894x% — 1612x + 777

Bevis.

Se naeste side ¥
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1: Ligningslagsning med GeoGebras CAS.

voT if
(x-u)(x-v)x
1 — x(—u+x) (—v+x)
$1
? Integral: 1 xd—l u;'w:3—1 '..'Lsf:3+1 uvx2+c1
4 3 3 2

12*(1/4x*-1/3ux®-1/3vx3+1/2uvx?)

- 3x*—qux—avx*4+6uvyx’

3x* - 4u x3-4v X3 + 6u v x2=0

2u+2v—+vV2Ww@2 —S5uv+2v2 V2 2u+2v+vV2uZ —Suv+2vZV2
Beregn: ¢ X = 3 ,X = 3 ,x=0

Beregn(2u? - 5u v + 2v2 = 2p? u)

{ 5v— /16 p2 + 0 \? 5u+\/16p2+9v2}
—_ u= u= 4

4 ]

5

2-1: Antag nu, at (x,y,z) € Z3 \ {0,0,0} sdledes at (|x|, |y|, |z]) er en pythagoreeisk tripel,
hvilket er tilfeeldet nér x? + y2 = z2. Betragt p = 3x,v = 4y, bemzerk at bade p og v kan veere
negative. Da er

16p2 +9v2=16-(3x)>+9-(4y)?> = 16 -9 (x? + y?) = 144(x* + y?)
Det folger af resultatet i skeermbilledet at

(517 + 2\/16pz+ 9172)

4

. 2[,21 x2
=(54y+124\/y +x)=5y + 32T 2

Rgdderne findes:

3 (2u + 2v + V23V2u2 = suv + 2v?)
B 3

_ (Qu+2v+2p)
- 3

61

T (jf. linje 5i skeermbilledet)
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Heine Stramdahl, 28-01-2024.



(2- Gy + 3322+ y2) + 2-4y + 2-3x)

3

=

rn =

(10y+3f/x2 + y2+ 8y + 6x)
3

r =6y +23/x2 + y2 + 2x
Og dermed
r, = 6y +23/x2 + y2 —2x
3=0
Bemeerkning.

| tilfeeldet hvor x er et lige tal fremgar det ved ganske simple betragtninger at de to
substitutioner kan halveres, dvs. p = 3x, v = 4y. Det fremgar tillige at udtrykket for raedderne i
dette tilfeelde halveres.

Man kan ga et skridt videre og substituere (x, y) med den velkendte parametriserede form for
alle pythagoreeiske tripler, som her ses i et skaermklip fra Wikipedia:

remedied by inserting an additional parameter £ to the formula. The following will
generate all Pythagorean triples uniquely:
_ 2 2 _ _ 2 2
a=k-(m°—n*), b=k-(2mn), c=k-(m° +n")

where m, n, and k are positive integers with m > n, and with m and n coprime and

not both odd.
Jf. ovenstdende antages at x og y kan veere negative. Man far derfor to substitutioner
1:x = s(m? —n?),y = 2smn. 2:y = s(m? — n?),x = 2smn, (m,n, s)eZ3,m = n,mns # 0.
1:

r =6y +23/x% + y2 + 2x

2 2
T, =6-2smn+ 2\[(s(m2 —n?))" + (2smn)? + 2s(m? —n?)

r = 12smn + 2sVm* + n* — 2m2n2 + 4m2n? + 2s(m? — n?)

1 = 12smn + 2s3m* + n* + 2m2n? + 2s(m? — n?)
1, = 12smn + 253/ ((m? 4+ n2))2 4+ 2s(m? — n?) = 12smn + 4sm? og da
r, = 12smn + 255/ ((m? + n?))2 — 2s(m? — n?) = 12smn + 4sn?

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
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7 = 6-s(m?—n?) + 25y ((M2 +n?))2 +2-2smn
1, = 8sm? — 4sn? + 4smn  og dermed
7, = 8sm? — 4sn? — 4smn.
Som omtalt ovenfor kan dette udtryk halveres:
1, = 4sm? — 2sn? + 2smn  og dermed
r, = 4sm? — 2sn? — 2smn.
QED.

Fjerdegradspolynomier med tre forskellige heltallige readder og heltallige
ekstrema for fgrste og anden afledede.

Et eksempel pa ovenstdende fremkommer allerede ved sma tal for m og n i parametriserings-
formlen i seetningen. | skeermklippet er det q(x) pa linje et, det er beregnet med hjzelp af
skydere i GeoGebra-programmet.

E= v &N e e
» Algebra vindue X |» CAS X | » Tegneblok
® m=6
q(x)
®n=-7 L
d =-1080 — x? (x 4+ 308) (x + 360)
e =-924
g(x) = x2 (x+108| 2 Ekstremum(q)
h(x) = x (x + 108C - {(—336,—-75866112), (—165,759169125), (0, 0) } %= 6
i=-360
j=-308 3 | Ekstremum(q'(x)) n=-7
a(x) = x* (x + 360 ~ {(—264,7527168), (—70, —7075600)} ®
k =-76 I

Tre andre eksempler pa sddanne polynomier kan tilgas i linket til ”On rational-derived
quartics”, de er ogsa medtaget i et skeermklip i slutnoter.”

BuLr. AusTrAL. MATH. Soc. 11p25, 11605
VoL. 51 (1995) [121-132]

ON RATIONAL-DERIVED QUARTICS

R.H. BucHHOLZ AND S.M. KELLY
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Bevis for seetning 1.
Metoden er den samme som i tilfeeldet n=0:

Grad 2n +4.

1: Ligningslgsning med GeoGebras CAS.

Bilag:
Beregn({p*2=n* 2+ n*v2-2n* uv+6n U2+ 6n°v2- 12n3u v + 13n2 U2 + 13n2v2-27n2u v + 12n UZ + 12n v2- 27nu v + 4u2
38
VARV 4+ 12nv2+4p24+9v2 [P +3n+2/+2n*v+12n°v+27n2v+27nv+10v
R 2nt+12n3+26m +24n+8 ’
4*pr2+(4"n"2+12 n+9)* v 2
39 .
- v (4n’+12n49)+4p
V2 (2*n + 3)"2 + 2°2*p?
40 ) 2 )
- v (2n4+3)°+4p

Antag nu, at (x,y,z) € Z3 \ {0,0,0} séledes at (|x|, |y|, |z|) er en pythagoreeisk tripel, hvilket er

tilfeeldet nar x2 + y? = z2.

Betragtp = (2n + 3)(n? + 3n + 2)x og v = 2(n? + 3n + 2)y, bemeerk at bdde p og v kan
veere negative. Da er

A:
4p2 + (2n+3)?v?2 =4(@2n+ 3)?2(n? + 3n + 2)2x% + (2n + 3)222(n? + 3n + 2)%y?
=4(2n+ 3)?(n? + 3n + 2)?(x% + y?)

B: (n? +3n+2)? =n* + 6n3 + 13n? + 12n + 4 (halvdelen af naevneren i brgken i billedet
ovenfor)

2ntv+12n3v+ 2702042700410V 2n2v+6nVU+5V
2n%+12n3+26n2+24n+8  2n2+6n+4

C: Man far

D:

y = +(n2+ 3n + 2)3/4nZv2+ 12n v2+ 4p%+ 92 +2ntv+12n3v+27n2v+ 27NV +10V
N 2n*+12n3+26n2+24n+8

_F2@2n+3)(n* +3n+2)Yx2 +y?  2n’v+ 6nv + 5v
w= 2(n? +3n+ 2)? 2n? +6n+4

Ved substitution med v = 2(n* + 3n + 2)y far man
u =2n%y + 6ny + 5y + (2n+ 3)3/x2 + y2vi

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
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u =2n%y +6ny+ 5y + 2n+ 3)Yx2 + y2,
v=2Mn%?+3n+2)y

Man kan ga et skridt videre og substituere (x, y) med den velkendte parametriserede form for
alle pythagoreeiske tripler, som her ses i et skaermklip fra Wikipedia:

remedied by inserting an additional parameter k to the formula. The following will
generate all Pythagorean triples uniquely:

a=k-(m*>—n?), b=k-(2mn), c=k-(m* +n?)
where m, n, and k are positive integers with m > n, and with m and »n coprime and
not both odd.
Jf. ovenstadende antages at x og y kan veere negative. Man far derfor to substitutioner
Substitution 1.
x = s(m? —t?),y = 2smt. 2:y = s(m? — t2),x = 2smt, (t,n, s)eZ3,t # n,tns # 0.
u =2n%y +6ny + 5y + 2n + 3)/x2 + y2

u = 2n?(2smt) + 6n(2smt) + 5(2smt) + (2n + 3)3/(s(m? — t2))2 + (2smt)z W

u = 4n?smt + 12nsmt + 10smt £ s(2n + 3)3/(m? — t2)2 + (2mt)?
u = 4n?smt + 12nsmt + 10smt + s(2n + 3)(m? + t?)

Og

v=2Mn%?+3n+2)y =2(n?+3n+ 2)2smtv = 4smt(n? + 3n + 2)
Ved substitutionen 2n + 4 = 2z, n — z — n fas formuleringen i seetningen idet
n+4=2zn=z-2 ,2n+4=2z2n+3=2z2-1
TrinA: n -z

u = 4n?smt + 12nsmt + 10smt + s(2n + 3)(m? + t2)

v = 4smt(n® + 3n + 2)

->n-z

u=4(z—2)%smt + 12s(z — 2)mt + 10smt + s(2z — 1)(m? + t?)
v=4smt((z—2)2+3(z—2) +2)

TrinB: z - n.

u=4(n—2)%smt + 12s(n — 2)mt + 10smt + s(2n — 1)(m? + t?)

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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u = s(+(2n — 1)(m? + t?) + 2mt(2n®* — 2n + 1))
v=4smt((n—2)2+3(n—2)+2) =4smt(n*+4—4n+3n—6+2)
v = 4smt(n® — n)

QED.

Seerlige polynomier.

3X54 polynomiet. Et unikt paent tredjegradspolynomium?

Det falgende seerpreegede tredjegradspolynomium med 3X54 er ’peent’, dvs. det har tre
forskellige redder og heltallige ekstrema for bade fgrste og anden afledede. Det dukkede i mit
regneark. Maske er det unikt?

f(x) = x3 —54x% + 540x + 5400

Polynomier af hhv. 4. og 3. grad, som har heltallige ekstrema og ens rgdder.
1%

f(x)=x(x — 264)(x — 840)

g(x) = x%(x — 264)(x — 840)

2:

f(x) =x (x — m264) (x — m840)

g(x) = x% (x — m264) (x — m840),m e Z \ {0}.

Polynomier af hhv. 6. og 3. grad, som har heltallige ekstrema og ens rgdder.
1:

f(x) =x(x — 1224) (x — 2184)

g(x) =x*(x — 1224) (x — 2184)

2:

f(x) =x(x — m1224) (x — m2184)

g(x) = x* (x — m1224) (x — m2184),m € Z\ {0}.

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.



14

1 f(x)
- x2 (x + 27599616) (x + 87316960)

5 | 9(x)
— x (x+ 27599616) (x + 87816960)

1 | 0
~ x2 (x + 27599616) (x + 87816960)

5 | Ekstremum(f)
- {(—68999040, —3708958835743556958607638528000), (—17563392, 217498126687683612603001602048), (0,0)}

3 | 9(x)
- x (x+ 27599616) (x 4 87816960)

4 | Ekstremum(g)
— {(—64399104,55496900997698354675712), (—12545280, —14215874243591562854400) }

5 | Ekstremum(g'(x))
- {(—38472192, —2016614297567232)}

"https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-
core/content/view/F53FA5F1C063B911213083F8F44CCC50/S0004972700013940a.pdf/div-
class-title-on-rational-derived-quartics-div.pdf

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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"Semipaene sjettegradspolynomier.

» CAS

(1/6x5-1/5ux®-1/5vx*+1/4uvx*)xr
5 1 1 1

- Z x4+ uv—Zux—=vx

6 4 5 5

0=1/6x*+1/4uv-1/5ux-1/5vx

10 ’ 10

Beregn({6*u”2-13*u*v+6*vA2=6*p"2}, {u})

7
{ 13v — /144 p2 4 25 v2 13v+-\/144p2+25v2}

12 ’

{ 6u+6v—+v6ul—13uv+6vI6 6ut+6v+v6uZ—13uv+6vZ V6
Beregn: X = X =

}

2: Antagnu, at (x,y,z) € Z3 \ {0,0,0} sdledes at (|x|, ||, |z]) er en pythagoreeisk tripel, hvilket
er tilfeeldet ndr x? + y? = z2. Betragt p = 5x,v = 12y, bemaerk at badde p og v kan vaere

negative. Da er
144p? + 25v2 = 122 - (5x)2 + 52 - (12y)%? = 60% - (x? + y?)

Det fglger af resultatet i skeermbilledet at

u = (13Ui 3 144p2+ 25”2) — (13.12yi602“ y2+x2) = 13}’ i Sz\/m

12 12

Radderne findes:

_ (6u + 6v+ V6V6uZ — 13uv + 6v?)
- 10
__ (6u+6v+6p)
1= 10
(6-(13y + 5Yx7+ ¥?) + 6-12y + 6-5x)
10

N

(jf. linje 5i skeermbilledet)

le

(78y +303/xZ+ y2 + 72y + 30x)

r =15y +33/x2 + y2 + 3x

Og dermed

r, = 15y + 33/x2 + y2 —3x

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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Man kan igen ga et skridt videre og substituere (x, y) med den velkendte parametriserede
form for alle pythagoraeiske tripler, som her ses i et skeermklip fra Wikipedia:

remedied by inserting an additional parameter k to the formula. The following will
generate all Pythagorean triples uniquely:

a=k-(m*—n?), b=k-(2mn), c=k-(m* +n?)

where m, n, and k are positive integers with m > », and with m and n coprime and
not both odd.

Jf. ovenstadende antages at x og y kan veere negative. Man far derfor to substitutioner

1:x = s(m? —n?),y = 2smn. 2:y = s(m? —n?),x = 2smn, (m,n, s)eZ3, m # n,mns = 0.
1:

r =15y +33/x2 + y2 + 3x

2 2
r, = 15-2smn + 3J(s(m2 —n?))" 4+ (2smn)? + 3s(m? —n?)

r, = 30smn + 3s¥m* + n* — 2m2n2 + 4m?n? 4 3s(m? — n?)

r; = 30smn + 3s3/m* + n* + 2m?2n2 4 3s(m? — n?)
r; = 30smn + 3s5/((m? + n?))2 + 3s(m? — n?) = 30smn + 6sm? og

r, = 30smn + 3s5/((m? + n?))2 — 3s(m? — n?) = 30smn + 6sn?

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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n(75,405) a non-zero roots of IDQ
(75,405) 90/77 308,360
(5130209 ,— 1f3§23) ig:{r;ig 668668, 1990440
(224771?37226175 ’ N 162982682520122221610 ~ 514660109040,
- oosssossonss ———
Ty p—
25593591021206391940079) 28041466545675190604

17286785808865496000

™ 'Nice' Quartic Polynomials -The Sequel.  On rational-derived quartics (archive.org) , On rational-derived

quartics (cambridge.org)

17286785808865496000

n(75,405) a non-zero roots of IDQ
(75,405) 90/77 308,360
(5130209 y— 1?2333) ig;flifli; 668668, 1990440
(224771?37226175 ’ - 162982682520122221610 ~ 514000109040,
— llfggggﬁ:gffss) 277132848044
R Y R—
25593591021206391940079) 98041466545675190604

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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XM2*n+1)(x-u)(x-v)
= x2H (—u4 x) (—v+x)
$1
2| uv 2L g x X2y 20D 2 20
§2
3 r eIn(:()-l-znlnlfx) x2n+2 ) eIn(x)+2n|n(x) ) eIn(x)-&-2nln(x)
Integral: x -W+uv 2n+2—ux . 2n+3 — VX - 2n+3 +c
uvx(2n+1)
4 2N-+2
Integral: uwv + cH
2n+42
-uxxM2n+ 1)
)
- —u xl—l—En—l—l
$5
6 1,‘“{En—l—B
Integral: —u + C3
2n+3
-vXxxM2n+ 1)
7
- _y xl—l—En—I—l
n~=

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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87
8 x2n+3
Integral: —v ——— C
g 2n+3 +ca
X2 xM2n + 1)
9
— x2+2n+1
$9
10 2n+4
Integral. —— 4 ¢
g In+d + ¢c5
uvxr2n+2)/2n+2)-ux2n+3)/(2n+3)-vx*2n+3)/ (2n+3) +x*(2n + 4)/ (2n + 4)
11 x2n—|—2 x2n—|—3 x2n—|—3 x2n—|—4
- UV ;7—— — U ———F——V
2n42 2n+3 2n+3+2n+4
$7
8 x2n+3
Integral: —vw m+ Cy
X2 xM2n + 1)
9
— x2+2n+1
$9
10 2n44
Int D —
ntegra 2n+4+c5
uvxM2n+2)/(2n+2)-uxM2n+3)/(2n+3)-vx (2n+3)/ (2n+ 3) + xM2n + 4)/ (2n + 4)
11 x2n+2 x2n+3 x2n+3 x2n+4
TV aony2 Y2nt43 Y2n+3T 2044

. UVXA(2) /(20 +2)-uxA(3)/(2n+3)-vxA(3)/(2n+3)+xM(4)/(2'n+4)=0

12

Beregn {x

_PPu+rv+3nu43nv+2u+2v— vVt —2nfuv+nt v 460w — 12 nuv+6n v+ 1307 uZ — |

2n24+5n+43

(N*uZ-2n*uv+n* V2 +Bnu?- 1203 U v + Bn® V2 + 1302 U2 - 272 UV + 1302 V2 + 120 W2 - 27n U V + 120 V2 + 402 - 10U V + 4v?)

13

= nfu+ntv —2ntuv+En’ i +6nr’ vV 120 uv+ 13n° ¥+ 13022 - 27 nPuv+12nu + 12 nv — 27T nuv+ 4

Beregn({n® u?+ n*v2-2n* u v+ 6N U2+ BN V2 - 12n3 U v + 1302 U2 + 1307 V2 - 272 U v + 12n U2 + 12n V2 - 27n U v + 4U2 + 4v2 - 10u v=p"2}, {u})

14

d{u

/A 41202 +4p2+ 92 WP +3n+2/+2n'v+12n°v 42707 v+ 27 nv+10v

vadnivi412n:

2n*4+12n34+ 2602 +24n+8

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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(2112 (2(n12+3n+2)M y) + BN (2(NA2+3n+2)M y) + 5(2(nA2+3n+2)M y))/(2n*2+ 6n + 4)
13
~ 2n’y+6ny+5y

05
VI GeoGebrau = 2n?(2smt) + 6n(2smt) + 5(2smt) + (2n + 3) ((s(m2 —2)" + (2$mt)2)

Beregn({3s™ (t* + 2t w) = 4z (p* + 3p q), 3s *(w? + 2t w) = 42*(q* + 3p q)}, {p,q.2})
10

- = =(—3¢2 2 _ 4 3 2 w2 3 4. P — 2
{{p P,q (3t+3w VOt +8tPw+2t2w2 +8tw +9w)2t2+4tw,z (21t 1

10

-,z = (21|;2_12|:w_27|.m2—9\/9t4+8t3w+2t2w2+8tW'=‘+9W“)-64S 2}1{
v P

€7 Beregning srligt pane 4. og 3. grad - vd.ggb - o %
Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktej Vindue Hjeelp

El= v &= = tae

=gy

q = (-312+ 3w? - sqri(9t* + 8t w + 2t? w? + 8t w* + Ow*)) p/ (282 + 4t w)

B’ 3243w VI Ow HBtw 22w 8w
=P 22 +4tw

z= (218 - 12t w - 27w? - 9sqri(Ot' + 8 w + 2t w2 + Bt w* + 9w*)) s / (64p?)

19 1 212 —2Tw? —12tw—9vV9t" + 0w +8tw?+22w?+8 8w

64 p?

20 Beregn({3s* (t? + 2t w) = 4z (p? + 3p q), 3s *(W? + 2t w) = 42*(q? + 3p q)}, {s,t,w}) 4

- 7

Beregn({3s* (t2 + 2t w) = 4z (p* + 3p q), 35 *(W? + 2t w) = 42*(q? + 3p q)}, {tw.s})
21

- {{t:t-w:(—Dz+q2+v/p‘+3p’q+apzq2+3pq3+¢)- s:(4p’—12pq—8q’+8\p‘+3p’Q+Bp2q2+3pq3+q‘)-§

P+3pq’
p*+3p°q+8p?q?+3pg’+q’

22
- p'+q'+3pq+8p>q?+3p’q

21114
26-01-2024

G @ & = #Z 9) DaN

(Semi)paene polynomier af vilkarlig hgj grad.
Heine Stramdahl, 28-01-2024.
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