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Matrices

Definicion 1 Una matriz real es una funcion A de [1,..,n] x [1,..,m], al conjunto de los niimeros
reales R, y decimos que A tiene orden n X m

Una matriz A se representa con todos sus valores de manera usual como un arreglo de n filas y m
columnas:

ai1 a12 te G1m

a1 a22 te a2m
A =

an1 an2 o Gnm

También la podemos representar como A = (aij), dondel1 <i<n,1 <5< m.

Ejemplos de matrices:



1. Matrices

1. Ejemplo de una matriz 2 x 2: A = < a2 )

Como funcién la matriz anterior se escribe A : [1,..,n] x [1,..,m] — R, donde:

(1, 1) = a1l
(1,2) = a2
(2,1) = ao
(2, 2) = G929

aip  G12 G413
2. Ejemplo de una matriz 3 x 3: A = a91 G235 Q93
azy az2 ass

Como funcién se escribe A : [1,..,3] x [1, .., 3], donde:

(11) — alq
(12) — a2
(13) —> ais
(21) —> anq
(22) — ao9
(23) — a23
(31) — asy
(32) —> aso
(33) —> ass
air a2
3. Ejemplo de una matriz 3 x 2: A = ( as1 G99
asr a3z

aix a2 Qi3
a21 Q22 @23

ay; a2 a13)

4. Ejemplo de una matriz 2 x 3: A = (

5. Ejemplo de una matriz 1 x 3: A
ai

6. Ejemplo de una matriz 3 x 1: A = a9y
a3y

Igualdad de matrices:



1.1. Matrices cuadradas

Definicion 2 Dos matrices A, B del mismo orden n. X m son iguales si y solo si, son iguales como
funciones. Es decir si son iguales entrada por entrada:

A=B&a;=b; 1<i<n 1<j<m

1.1. Matrices cuadradas

Las matrices cuadradas son aquellas que tienen el mismo nimero de filas que de columnas. Este con-
junto de matrices suele escribirse como M,,. Las matrices cuadradas tienen propiedades particulares.

1.2. Matriz transpuesta

Dada una matriz A se define la matriz transpuesta A” (la transpuesta), como aquella que cambia las
filas por columnas, o las columnas por filas, es decir:

Si A = (a;;), entonces AT = (a;;)

Para una matriz en Mj:

ai; G122 Qi3 @11 G21 asi
SiA= as1 Q22 G233 , entonces AT = a1z Q22 a3
as1r az2 asg aiz Q23 A3z
Ejemplo:
2 3 1 2 1 -1
SiA= 1 =2 7 |,entonces AT = 3 =2 0
— 0 5 1 7 5

Propiedades de la matriz transpuesta:

1. (AT)T = A, la transpuesta de una transpuesta es igual a la matriz.



1.3. Elementos de una matriz 6

2 3 1\ (2 1 -1\ .. 2 3 1
A= 1 -2 7 |53 —2 o |22 1 -2 7
-1 0 5 1 7 5 -1 0 5

2. (rA)T = rAT,la transpuesta de un producto escalar es el producto escalar de la transpuesta.
3. Si A = AT 1a matriz se llama simétrica.

4. Si AT = — A, la matriz se llama antisimétrica.

1.3. Elementos de una matriz

1. Sea A € M,, una matriz cuadrada decimos que los elementos a11, a2z, ... conforman la diagonal
principal de una matriz. Por ejemplo en M3,

2. Sea A € M,, una matriz cuadrada definimos a la traza de la matriz A como

tr(a) =ai +agp+---+ Ann

1.4. Matriz identidad

En M, existe la matriz identidad, que consiste en una matriz con unos en la diagonal (es decir donde
i = j) y ceros en otro lugar (o sea donde 7 # 7).

Por ejemplo en M3,



1.5. Matriz nula 7

1.5. Matriz nula
En M,, existe la matriz nula IV, que consiste en una matriz donde todos sus elementos a;; son cero.

Por ejemplo en M3,

&

I
coco
coco
coco

1.6. Matriz diagonal

La matriz es diagonal si tiene valores cero fuera de la diagonal. En la diagonal es posible tener ceros o
no.

Sia;; =0, coni # j

all O O
A= 0 as2 0
0 0 ass

1.7. Matriz triangular
Una matriz es tridngular superior, si tiene valores cero abajo de la.

Sia;; =0,coni > j

ail  ai2 a13

Una matriz es tridngular inferior, si tiene valores cero arriba de la diagonal.
Sia;; =0,coni < j
all 0 0

A: any a9 O
as; az2 ass



1.8. Matrices binarias 8

Una matriz es no negativa si todas sus entradas no son negativas.
Sia;; >0, Vi, j
Una matriz simétrica si a;; = aj;, es decirsi A = AT
Si Qjj = Qg Vl,j

Ejemplo:

DN
W O Ut

1.8. Matrices binarias

Una matriz es binaria, si sus entradas toman s6lo dos valores diferentes, podemos tomar los valores de
0,1.

1 0 O
A= 0 1 1
1 0 1
Las matrices binarias tienen varias aplicaciones, los valores 0, 1 representan elementos de un campo
finito de dos elementos, esto quiere decir que los elementos 0,1 se pueden multiplicar y sumar, y en
ambos casos forman un grupo Abeliano.

Es decir:

+:{0,1} x {0,1} — {0,1},

04+0 — O
04+1 — 1
140 — 1
141 — 0

Para esta suma:

1. La suma es conmutativa.

2. La suma es asociativa.



1.8. Matrices binarias

3. Existe el neutro aditivo, 0.

4. Existe el inverso aditivo, —a.

-:{0,1} x {0,1} — {0, 1},

Para este producto:
1. El producto es conmutativo.
2. El producto es asociativo.

3. Existe el neutro multiplicativo , 1.

4. Existe el inverso multiplicativo, a™".

1

= -0 O

—= O = O

1111
— o oo



Operaciones entre matrices

2.1. Suma entre matrices
La suma esta definida s6lo para matrices del mismo orden, es decir, sélo se puede sumar una matriz de
orden n X m con otra de orden n x m. La suma se realiza entrada por entrada, es decir:

Si A= (a;j),y B = (b;j), entonces A + B = (a;; + bij)

Ejemplos de suma de matrices:

1. Una matriz de orden 2 x 2 mas otra del mismo orden 2 x 2.

(2 1)=(2" 3)-(wie" &6 )-8



2.2. Producto por un escalar 11

2. Una matriz de orden 3 x 2 mas otra del mismo orden 3 x 2.

1 4 1 1 2 5
2 5 |+ 11 = 3 6
3 6 1 1 4 7

3. Una matriz de orden 1 x 3 mas otra del mismo orden 1 x 3.

(2 0 5)+(6 -2 1)=(8 -2 6)

4. Una matriz de orden 3 x 1 mas otra del mismo orden 3 x 1.

3 3 6
1 1+ 5 =1 6
6 0 6

5. Una matriz 3 x 3 sumada con otra del mismo orden 3 x 3.

ai; a2 a3 bin b1z bis ain +bii  aiz +bi2 a3 +bi3
a1 Q2 Q23 + bar  baz  bas = a1 +ba1  aga +bao a3+ ba3
az1 azz a3 b31 b3z b33 as1 +bs1  asa+bz2  ass+bss

Las matrices con la suma forman un grupo Abeliano, es decir:
1. La suma de matrices es conmutativa, A + B = B + A.
2. La suma de matrices es asociativa, A + (B+C) = (A+ B) + C.
3. Existe la matriz (neutro aditivo) cero,talque A +0=0+ A = A.

4. Para toda matriz A, existe (inverso aditivo) la matriz —A.

2.2. Producto por un escalar

El producto de un escalar (nimero real)  por una matriz r A, se define de la forma natural, es decir,
multiplicar cada entrada de A por el nimero 7. El orden de A puede ser cualquiera.
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Si A = (a;5), entonces rA = (ra;;)

Ejemplos

1. Una matriz 2 X 2 por r = 3.

3. 12\ (3.1 3-2 3 6
3 4 ) \ 3-3 3:4 9 12

2. Una matriz 3 X 2 por r = 2.

1 4 2 8
2- 2 5 = 4 10
3 6 6 12

3. Una matriz 3 x 3 por r.

a1 a2 a3 raijx  raiz Trais
r- Ga21 G222 423 = raz1 Tra2 Taz3
aszy a3z G33 razy razz Tass

2.3. Producto de matrices

El producto de matrices esta definido, entre A, matriz de orden n X p, por B de orden p x m. Dando
como resultado C de orden n x m

Si A = (a;;),y B = (b;;),entonces C = (¢;;) donde ¢;; = > 7_, (air) (brj)-

Ejemplos de producto de matrices:

1. Una matriz 2 X 2 por otra de orden 2 X 2.

L2y (1 0 _ MM+ O@O)+G)2) Y_(5 6
(3 4) (2 3)‘<<1><3>+<2><4> <o><3>+<3><4>)‘<11 12)
El proceso es el siguiente:

a) Se multiplica la primera fila de la primera matriz por la primera columna de la segunda.
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i) (s )- (22 o)

b) Se avanza de fila y se multiplica la segunda fila de la primera matriz por la primera columna

de la segunda.
1 2\ (1 0)_ (MM +(2)(2) _
3 4 2 3 ) 13+24 _
¢) De manera similar se multiplica la primera fila de la primera matriz por la segunda columna
de la segunda.

() (- (e )

d) Avanzando de fila finalmente, se multiplica la segunda fila de la primera matriz por la segunda
columna de la segunda.

(o) B -(Doio6 s s )

2. Una matriz 2 x 2 por otra de orden 2 x 2.
=3 5\ (-2 3\ _ [ (2)(=3)+(=DG) G(=3)+@HEB) \_ (1 11
( 1 2 ) < -1 4 >_< (=2)(1) + (-1)(2) (3)(1) + (4)(2) )_( -4 11 )
3. Una matriz 2 X 2 por otra de orden 2 X 2.
( 11 )( -1 2 >< (=D + L@ @)1)+ (1/2)(1) )< 0 5/2 >
2 -~ 112 D)+ MY (2)(2) + (1/2)(-1) -3 7/2
4. Una matriz 2 x 3 por otra de orden 3 x 2.
1 1
1 3 5
( 2 4 6 ) ( 12 ) =

0

3
( (=D(1) +(0)(3) + (3)(5)
(=D2) + (0)(4) + (3)(6)  (1)(2) + (1/2)(4

—~
—_
~—
—~
[u—
~—
+
—~
—
~
[\)
~—
—
w
~— —
—
|

[\)
~
—~
(S
~

+(=2)(6) )< 1461 :;5/2 )
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5. Una matriz A, 3 x 3 por otra B de orden 3 x 3.

a1l G122 13 bin bz b3
A= an ax ax | B=| ba by bys |,
azy azz  ass b1 b3z bs3

a11b11 + a12ba1 + a13b31  an1bia + aigbag + a13bz2  a11b13 + a12basz + a13b33
AB = a21b11 + ag2ba1 + a3bz1  ag1bia + agebag + a3bza  a21b13 + azebag + a23b33
az1bi1 + az2bar + azzbz1  aszibiz + azabag + azzbza  azibiz + azzbas + azzbsz

Resumiendo:

1. La suma de matrices forma un grupo Abeliano, es decir, es conmutativa, es asociativa, existe la
matriz cero 0, y para toda matriz A, existe la matriz inversa aditiva — A.

2. Para el producto de matrices: éste NO es conmutativo, si es asociativo, existe la matriz neutra
(para matrices cuadradas), y NO para toda matriz A, existe su matriz inversa multiplicativa A=!.

Propiedades de la matriz transpuesta y operacién entre matrices:

1. (A+B)T = AT + BT 1a transpuesta de una suma, es la suma de las transpuestas.

(3 - (TS ()
(380 D (3 ) ()
AT+BT_( 3 g

2. (AB)T = BT AT, la transpuesta de un producto es el producto conmutado de las transpuestas .

(3 9)5-(3 1)

6
A 5 ) 3
14 2 AB)T 14 13
1 1 8
1 2
A 2 )

_>(20
AT<
s
3\ (14 13
5 o 20 18

w N

w

3 BT
5>’B‘>(1

0

2

6

1 2
T AT _
srar= (15 )(

(=200 \]



