Forme standard des polynomes de Lagrange

Soit n € N* points (z¢,¥,), (T1,Y1) (T,,_1,Y,_1), les z; distincts deux a deux.

Alors 'unique polynéme L satisfaisant :

Vie [0,n—1],L(z;,) =y, etdeg(L) <n—1

Est :
n—1 n—1
X —=x
L(X) = A U
7=0 1=0,1#5 " J 7
Posons :

n—1
X —x,
Py = H x;— xl
Alors, par relation de Chasles pour les produits :

=S ((I12=) (11222))

=0 i=0 "J i i=j+1J

Par changements d’indice t — 1 — ¢ et ¢+ + 7 — ¢ dans les produits :

i=1""J i=1 J i+J

o= (11222) (11252

D’une part :

D’autre part :

nflf]X — . . 1 n—1—j

1)
— : . X — . .
N = e, ey L

i=1 7Jj i+j i1 j

Or, d’apres une étude combinatoire du binéme de Newton :
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n n

H<X + K) = ZO';C(Y;, ,anl) . Xk

=1 k=0

Ou o), désignent les polynomes symétriques élémentaires.

Donc d’une part :

J J
H(X 2i1) =) Op(—mgy e, —ay ) X
i=1 k=0
Soit :
| T S T
1%~ T o [ (2 — )
D’autre part :
n—1—j n—1—j
H (X =z, ;) = Tp(=2 gy =y q) - X71TH
i=1 k=0
Soit :
nﬁ]X — Ty _ "= 5k< Ljp1s e xn71> . X1k
= —
i—1 Tj— Tivj k=0 H?_l J(% - xz+]>
Ainsi :
b L G (—zg, ey~ ) itk "o T (— Ty =T ) PRy
n,j j : Z pry .
k=0 z:1(9%' - xzel) k=0 Hizl <$j - $i+j>
Or, par produit de deux sommes :
P B Jj n—1-—j 5-k<_m0’ ey —QU]',1> ink 5'k/ <—ZL‘]-+1, ey _"an1> anlfjfk/
ng Z J ' ' n—1-j '
k=0 k=0 1-:1(1’;' - xi71> Hizl <xj - wiﬂ‘)
@P _i’nzlj ak<_x07.“’_xj71>_&k/<_mj+1’.“7_xnil>'anlfk/fk
nj j — n—1-j,
k=0 k'=0 Hiﬂ(l‘j T; 1) Hizl <xj wiﬂ‘)

Par changements d’indices ©+ — ¢ —1 et i« — 7+ j dans les produits au dénominateur,

on peut synthétiser ’écriture de ces produits par :
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po_ zﬂ: n—1-j <5k<—:€0, ,—l’j_1> ’ &k’<_xj+17 7_xn—1> . Xn—l—k’—k>

n—1
Hi:()’i?gj<a’:j - xl)
Par linéarité de 'opérateur 3 :

P . = i:o ZZ;le(M—%, s =) G (— Ty e~y ) - XTI

" H?:_()l,,-#j(xj — ;)

Ecrivons P, ; sous la forme :

S g k) - XY

Pnaj = n—1
Hi:07i#j<wj - xl)

En identifiant les couples (k, k") que ’'on somme pour récupérer les coefficients de X K

k" {(k, K)}

n—1 (070)
n—2 (1,0), (0,1)

n—3 (270)7(171)7(072)

1 s’agit des couples (k, k') tels que k+k =n—1—k",soit k¥’ =n—1—k" — k.

Ainsi, en posant :
n—1—k""
) o, ~ -
g:(n, 4, k") = § Uz<_$0a---a_%’71>'0n717k”4(_$]’+1a---a_%fl)

=0

On obtient :

n—1 . /77 n—1
g n?jvk ) “ .
Pj=) (an ) XM e P = f(n,g,k) - X
k=0

k'’=0 i:07i7gj<‘rj o xl)
Avec :

Z?;Olik 5l<_x07 ,_qu) ) &n717k71<_‘rj+17 e _:Enfl)

fi(n,j, k) =

Alex R.



w Conclusion

n—1 n—1
& 200 = Yo, (X sl x)
=0 k=0
n—1 n—1
k=0 7=0
Ainsi :
n—1
L(X)= ZCL(n, k) - Xk
k=0
Avec :
n—1
cpi(n,k) = > s fn, g, k)
=0
n—1 y n—1—-k
<~ Cr, (nv k) = Z ( n—1 : Z 5-l<_'r07 7_'r]71) 5n,1,k,l(—$j+1,..., xnl))
Jj=0 Hz—oﬂ'#j(xj o xz) =0
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