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INTRODUCCION

GeoGebra es un programa especificamente creado como ayuda al aprendizaje y
ensenanza de las Matemaéticas. Inicialmente disenado para facilitar la observaciéon de
las construcciones y propiedades de los objetos de geometria elemental y analitica
en los niveles secundarios, hoy es un indiscutido referente mundial como magnifica
herramienta para el estudio y exploraciéon de muchos objetos matematicos de diver-
sa indole, ya sea por parte de alumnos como de profesores e investigadores. En este
articulo nos centraremos en cémo podemos aprovechar la combinacién de las pro-
piedades Rastro y Color Dindmico para crear un poderoso artilugio de exploracién
de las relaciones existentes (y posiblemente ocultas) entre los objetos representados
en cualquier tipo de grafica.

Naturalmente, el formato papel con imédgenes en escala de grises no resulta el
medio més idéneo para experimentar y analizar los archivos de GeoGebra que han
originado las distintas imégenes que se intercalan en este articulo (y que, desde ahora,
rogamos al lector imagine a todo color). Aquellos lectores que deseen manipular las
construcciones que han originado estas imagenes, pueden descargar esos archivos en
la direccién http://wuw.geogebra.es/ggb.zip.

1. LA PROPIEDAD RASTRO

1.1. HUELLAS DE COLOR

Los objetos con representacion gréfica creados con GeoGebra (puntos, rectas,
poligonos, cénicas, funciones, curvas implicitas, etc.) poseen un color predetermina-
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Figura 1: Proceso animado del rastro de color de dos circunferencias de igual radio
que se contraen al unisono. Observemos la apariciéon de la mediatriz del segmento
que une sus dos centros.

do, segun sea su tipo. Este color puede ser modificado a gusto del usuario, tanto de
forma predefinida como a posteriori.

Ademads, cada objeto puede ser configurado, mediante la activacién de su propie-
dad Rastro, para que, al moverse, deje un rastro de su anterior posicion. Es decir, al
activarse esa propiedad, todos los puntos del objeto marcan con el color que poseen
en ese momento cada uno de los pixeles correspondientes a la posicién que ocupan en
la pantalla. Al moverse el objeto, podemos observar el rastro de color que ha dejado
tras si, marcando todas y cada una de las posiciones alcanzadas por el objeto en su
movimiento. Veamos algunos ejemplos de aplicacién directa de esta propiedad.

1.2. MEDIATRICES

Imaginemos que partimos de dos puntos arbitrarios y distintos del plano. Toman-
do como centro cada uno de ellos, trazamos sendas circunferencias de igual radio y
activamos el Rastro de ambas circunferencias. Ahora, las contraemos a la vez, a igual
velocidad. Cada circunferencia pisard el rastro dejado por la otra en los puntos méas
cercanos a su centro (por ser estos alcanzados, en la contraccién, con posterioridad),
de tal modo que, finalmente, cada pixel afectado recibira el color de la circunferen-
cia con centro mas préximo a su posicion. Como consecuencia, al final del proceso,
percibiremos una frontera de color correspondiente a la mediatriz del segmento que
une esos puntos (figura 1).

Observemos que, realmente, la mediatriz no existe. Es un patrén de cambio de
color el que produce esa percepcién visual. Dicho de otra forma, no hemos usado
ningin tipo de método constructivo para crear el lugar geométrico correspondiente
a la mediatriz. Su visualizacién se debe tan solo a que los distintos pixeles conservan
el color correspondiente a la circunferencia del centro méas cercano.
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Figura 2: Diagrama de Voronoi, a punto de ser completamente generado mediante
rastros de colores.

1.3. DIAGRAMAS DE VORONOI

Aumentemos el nimero de puntos y, de igual modo, centremos en cada uno de
ellos una circunferencia de radio igual y suficientemente amplio, con el rastro activo
y color diferenciado. Al contraer simultdneamente todas las circunferencias hasta
alcanzar sus centros obtendremos, finalmente, el diagrama de Voronoi correspon-
diente. Es decir, apareceran diferenciadas las regiones formadas por los puntos mas
préximos a cada punto dado. Esto se debe, de nuevo, a que el color del rastro super-
viviente siempre sera el correspondiente a la circunferencia cuyo centro se encuentre
més préximo (figura 2).

Si el lector no ha intentado nunca encontrar por si mismo el diagrama de Voronoi
correspondiente a unos cuantos puntos, le invitamos a hacerlo. Seguramente, después
de varios ensayos, concederd que no resulta una tarea tan sencilla como podria
parecer, especialmente cuando el nimero de puntos se incrementa considerablemente.
Sin embargo, el uso del rastro de color de GeoGebra ha permitido su visualizacién en
segundos, independientemente del ntimero de puntos... jy sin necesidad de seguir
ningin algoritmo! Recordemos que ni siquiera ha sido necesario conocer como se
traza una sola de las mediatrices que entran en juego.

1.4. DIAGRAMA DE VORONOI CON DISTANCIA TAXICAB

También podemos variar la métrica, tomando por ejemplo la distancia tazi (dis-
tancia Manhattan o Taxicab), en donde los puntos que equidistan del centro ya no
estdn sobre circunferencias sino sobre cuadrados (figura 3). Observemos de paso que
el maximo ntmero de lados de cada celda, que en el anterior diagrama era 6, ahora
es mayor.

1.5. DIAGRAMA DE VORONOI BAREMADO

Basta anadir coeficientes variables que multipliquen a los radios de las circunfe-
rencias para obtener otra generalizacion del diagrama de Voronoi, en donde ahora
las fronteras son arcos de circunferencia (figura 4).
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Figura 3: Diagrama de Voronoi con distancia tazi, casi completamente generado.

Figura 4: Diagrama de Voronoi baremado, a punto de ser ultimado.

1.6. DIAGRAMA DE VORONOI LEJANO

Como 1ltimo ejemplo de este tipo, si en vez de contraer las circunferencias las
expandimos, obtendremos el diagrama de Voronoi lejano, es decir, las regiones for-
madas por los puntos que distan més de uno dado que de todos los demds (figura 5).
Ahora no todos los puntos iniciales tienen una celda asociada, sino que solo la ten-
dran aquellos que formen parte del cierre convexo, es decir, sean vértices del poligono
convexo de menor area que contiene a todos los puntos.

2. LA PROPIEDAD COLOR DINAMICO

2.1. EL coLor RGB

Ahora necesitamos estudiar con mas detalle cémo asigna GeoGebra un color a
un objeto. Por color entenderemos un color-luz, tipico de las pantallas electrénicas,
en contraposicién con la idea de color-pigmento, usual en la pintura tradicional. Uno
de los estandares de color-luz mas extendidos en las actuales artes graficas es el
que resulta de la sintesis de las intensidades de tres canales independientes, los tres
colores primarios de la luz: rojo (Red), verde (Green) y azul (Blue), conocido como
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Figura 5: Diagrama de Voronoi lejano.

Figura 6: Los tres canales R, G, B de color-luz.

modelo RGB. Aunque GeoGebra también permite otros modelos de color (HSV y
HSL), en este articulo solo nos referiremos al modelo RGB (figura 6).

Podemos considerar el color RGB como un vector 3D, cuyas componentes {Rojo,
Verde, Azul} varfan entre intensidades del 0% al 100 %. Habitualmente, se reserva
1 byte (8 bits) para cada una de estas intensidades, lo que se traduce en que ese
porcentaje viene representado por un nimero entero entre 0 (byte 00000000) y 255
(byte 11111111).

2.2. LoSs cANALES DE COLOR DINAMICO EN GEOGEBRA

Por su parte, GeoGebra no asigna un niimero entero entre 0 y 255 a cada canal
de color de un objeto. En su lugar, usa un nimero decimal en el intervalo [0,1]. Como
podemos adivinar, basta dividir entre 255 cada valor de la anterior asignaciéon para
obtener esta otra. Los motivos para esta variacién del estandar informatico hay que
buscarlos en el cambio de base. En informatica se usa preferentemente la base 2, y sus
potencias. En matematicas, nuestra base 10 es la méas frecuente. Como consecuencia,
los intervalos [0,100], [0,10] y [0,1] ganan puntos frente al [0,255]. Més atn, debido
tanto al recorrido positivo de algunas funciones elementales (seno, coseno, random,
probabilidad. ..) como a su simplicidad, no es extrafio que se haya optado por el
intervalo [0,1].
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La propiedad Color Dindmico de los puntos de GeoGebra (accesible a través de
las Propiedades Avanzadas de cada punto) consta pues de tres valores numéricos,
cada uno de ellos variable entre 0 y 1, que corresponden a la intensidad de cada color-
luz primario presente en su color combinado. Es decir, forman un conjunto {Rojo,
Verde, Azul} de valores correspondientes al tanto por 1 de color en cada canal RGB.
Por ejemplo, {1,0,0} corresponde al color rojo puro (color-luz resultado de combinar
100 % rojo, 0 % verde y 0 % azul). En la siguiente tabla se puede apreciar (agrupados
por complementarios) el color resultado de la eleccién de algunos valores en estos
canales RGB:

| R | G| B | sSitesis [ R | G [ B | Sintesis |
1 1 1 Blanco 0 0 0 Negro
0.67 | 0.67 | 0.67 | Gris claro | 0.33 | 0.33 | 0.33 | Gris oscuro
1 0 0 Rojo 0 1 1 Cian
0 1 0 Verde 1 0 1 Magenta
0 0 1 Azul 1 1 0 Amarillo

2.3. CoLOR DINAMICO DE UN PUNTO

En cada uno de los canales RGB asociados a un objeto cualquiera creado con
GeoGebra, no solo podemos introducir un valor numérico estatico, sino también
cualquier expresiéon numérica variable. Consideremos ahora el caso en que esta po-
sible variabilidad se realiza en funcién de las coordenadas de un punto P, por ser el
de mayor interés para nuestros propésitos. Denominaremos a esta expresion e(P),
ya sea constante o variable.

Veamos un ejemplo. Podemos cambiar dindmicamente el color de las caras de
un poliedro regular, asignandoles colores dindmicos que dependan de la posicién del
foco P de luz. Para ello, basta calcular el dngulo entre el vector normal a cada cara
del poliedro (con sentido alejéndose del centro del poliedro) y el vector que une el
centro del poliedro con el foco de luz. Solo falta asignar a cada canal de color una
expresion cuyo valor, entre 0 y 1, sea tanto mas grande cuanto méas pequeno sea ese
angulo (figura 7).

A medida que intentamos aplicar el método a otros ejemplos como este, encontra-
mos un posible problema. Si colocamos directamente e( P) en cada canal de color, en
muchos casos no obtendremos un valor valido entre 0 y 1. En esos casos, GeoGebra
reduce interna y automaéticamente tal valor usando la funcién de variable real

c(e(P)) =1 —abs(1 — e(P) + 2floor(e(P)/2)),

lo que equivale a seguir la siguiente norma:

1. Si e(P) no estd entre 0 y 2, toma su resto médulo 2.
2. Si e(P) (o su resto médulo 2) estd entre 1y 2, toma 2 — e(P).

El motivo de esta regla es evitar discontinuidades de color. Viendo la grafica (figura 8)
de la funcién y = ¢(x), podemos observar que tal comportamiento periédico de los
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Figura 7: Caras con color dindmico.

Figura 8: La funcién periédica y = ¢(z) asigna a cada ndmero real un valor entre 0 y 1.

valores ingresados en los campos RGB del Color Dindmico provocan que cualquier
valor de e(P) coincida con e(P)+2m, para cualquier niimero entero m. En particular,
cada vez que e(P) es par, ¢(P) se reduce al valor 0. En el siguiente apartado veremos
las dificultades que esto puede acarrear y coémo solventarlas.

3. COMBINACION DE LAS PROPIEDADES RASTRO Y COLOR DINA-
MICO

3.1. PERIODICIDAD DEL COLOR DINAMICO

Como ya se ha senalado, cada canal RGB del color dindmico de GeoGebra tiene
un comportamiento periédico. Si construimos un punto P y un segmento perpendi-
cular al eje OX que contenga a P y le asignamos a ese segmento el color dindmico
RGB = {0, z(P), 0}, entonces, al activar el rastro de la recta y moverla, obtendremos
una distribucién de color que sigue el patréon que muestra la figura 9.

Ahora bien, supongamos que tenemos dos puntos fijos A y B. Al asignar el valor
0 al canal Rojo y Azul, e introducir, como condicién para el canal Verde,

e(P) = Distancia[P, A] — Distancia[P, B],

el valor de ¢(e(P)) sera 0 no solo cuando la distancia de P al punto A sea la misma que
al punto B, sino también cada vez que la diferencia entre ambas sea un nimero par,
apareciendo en negro una familia de hipérbolas en vez de Unicamente la mediatriz
del segmento AB (figura 10).
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4 3 2 -1 Jo 1 2 3 4

Figura 9: Patron periédico generado por un segmento vertical con el valor del canal
de color Verde en funcién de la abscisa. Las zonas méas oscuras corresponden a bajas
intensidades del color verde.

Figura 10: Rastro dejado por el punto P al moverlo en la regién circundante a los
puntos A y B.

Figura 11: Rastro dejado por el punto P usando la condicién de color como exponente.

Para evitar este inconveniente, no colocamos directamente la condicién e(P)
como valor del canal Verde, sino que en su lugar ingresamos la expresion

27 (—abs(e(P))).

De esta forma, solo cuando e(P) sea 0 el valor resultante RGB serd {0,1,0} (color
verde), estando tanto mds cerca del verde puro (figura 11) cuanto menor sea en valor
absoluto e(P). Naturalmente, la base 2 puede ser sustituida por cualquier otra como
e, 3, 10...

La gréfica de la funcién y = 2717 es la que aparece en la figura 12, por lo que
al realizar la sustitucién obtenemos, en lugar de la figura 9, la distribuciéon de color
que aparece en la figura 13.

De modo anélogo, si introducimos la misma expresién en los tres canales, Rojo,
Verde y Azul, obtenemos que el color del rastro serd blanco puro (es decir, {1,1,1})
solo cuando e(P) = 0.



LA GACETA x SECCIONES 533

Figura 12: Grafica de la funcién y = 27,

Figura 13: La funcién exponencial rompe la periodicidad del canal de color.

Figura 14: El punto A aparece rodeado de rastros azules; el punto B, de rastros verdes.

Si deseamos mas policromia, basta asignar diferentes expresiones algebraicas a
cada canal de color. Por ejemplo:

Rojo: 27 (—abs(Distancia[P, B] — Distancia[P, 4])),
Verde: 27 (—abs(1 — Distancia[P, B]/ Distancia[P, A])),
Azul: 27 (—abs(1 — Distancia|P, A]/ Distancia[P, B])).

Observemos que cuando las distancias de P a A y de P a B sean iguales, el valor
numérico RGB continuard siendo {1,1,1}, es decir, blanco (figura 14). El uso de
mas de un color, ademéas de mejorar la estética, es especialmente 1til cuando quere-
mos diferenciar otras caracteristicas de la expresién o expresiones usadas, como sus
signos, o bien cuando deseamos establecer simultdneamente hasta tres condiciones
esencialmente diferentes, una para cada canal de color.

Es importante senalar que la expresion que condiciona el color no debe ser una
funcién discreta, sino continua. Es decir, no debemos intentar visualizar inicamente
los puntos en donde se verifica con total exactitud! que e(P) = 0, sino un gradiente
de intensidades correspondiente a la cercania a esa exactitud. Esta caracteristica

1Como se conseguiria, por ejemplo, con el uso del comando condicional de GeoGebra en cada
canal de color: Sife(P)==0,1,0].
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Figura 15: Rastro de color en la gréafica de una funcién, segiin sea su signo y los de
sus funciones derivadas (primera y segunda).

es fundamental para servirnos de esta herramienta como ayuda en la exploraciéon
de relaciones entre los distintos objetos implicados. Ademas, podemos modificar la
funcién y = 27171 con un pardmetro k que nos permita modificar la densidad del
gradiente de color, simplemente afiadiéndolo como factor del exponente:

27 (—k abs(e(P))).

Resumiendo, el rastro de color dindmico ayuda a visualizar cualquier lugar ba-
sandose en el principio de que puntos suficientemente cercanos a cumplir la condicién
apareceran suficientemente resaltados, lo que indica la probable cercania del lugar
buscado.

3.2. ALGUNAS APLICACIONES SENCILLAS
3.2.1. DIFERENCIACION DE SIGNOS

La primera utilidad del color es la diferenciacién de regiones atendiendo a una
0 mas propiedades o relaciones. Como ejemplo, la figura 15 muestra la grafica de
una funcién descompuesta en distintos intervalos. (Resulta tentador proponer a los
alumnos de bachillerato que descubran qué propiedad distingue unos trozos de otros.)

3.2.2. CALEIDOSCOPIO

La figura 16 muestra otra aplicaciéon inmediata, esta vez en forma de caleidoscopio
interactivo. La imagen es el resultado del movimiento manual de un solo punto, el
tnico que la construccion permite mover directamente con el ratén, es decir, el tinico
punto libre. Pero, en cada instante, tanto él como todas sus sucesivas reflexiones en
la trama de rectas dejan una huella con el mismo color.

3.2.3. FAMILIA DE CURVAS

El rastro de color también nos permite contrastar facilmente similitudes y di-
ferencias en graficas que obedecen a un mismo modelo general, como las familias



