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Vid́ıme, že červené koeficinty jsou hodnoty źıskané z Pascalova trojúhelńıku:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

...

1

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pascal%27s_triangle&oldid=808997121


Obrázek 1: (a + b)(a + b) . . . (a + b)

Kde se tu bere Pascal̊uv trojúhelńık? No máme-li třeba určit (a+b)2, muśıme
roznásobit závorky (a + b)(a + b). Je třeba násobit postupně každý člen z
prvńı závorky s každým členem z druhé závorky. Tedy člen a z prvńı závorky
vynásob́ıme nejprve členem a z druhé závorky a potom také členem b z druhé
závorky. Stejně tak člen b z prvńı závorky vynásob́ıme nejprve členem a z
druhé závorky a potom také členem b z druhé závorky. Obdobně postupujeme
při výpočtu (a + b)3, (a + b)4 atd. Tento aloritmus lze názorně zakreslit do
schematu1 v obrázku 1. Modrou šipkou jdoućı vlevo je znázorněno násobeńı
členem a a červenou šipkou jdoućı vpravo násobeńı členem b. Přitom shodné
součiny (např. ab a ba) seskupujeme do rámečk̊u a nad to si zapisujeme jejich
počty. Vid́ıme, že vskutku vzniká zákonitě Pascal̊uv trojúhelńık, ve kterém
následuj́ıćı č́ıslo vzniká součtem dvojice č́ısel, které jsou nad ńım.

Ve schematu je pěkně vidět, proč existuj́ı např́ıklad tři součiny typu a2b,
tedy součiny aab, aba, baa. Je to proto, že když cestuji z nevyšš́ıho černého
bodu schematu (nultý řádek) do bodu označeného levou trojkou (třet́ı řádek
trojúhelńıku), mohu se tam dostat třemi cestami: [M,M,C], [M,C,M ] a
[C,M,M ]. (M znač́ı modrou a C červenou šipku). Cesty z nejvyšš́ıho bodu
do bod̊u lež́ıćıch na třet́ım řádku (body 1,3,3,1) se skládaj́ı ze tř́ı úsek̊u, kdy
na každém ze tř́ı křižovatek voĺım bud’ modrou, nebo červenou šipku. Chci-li
se dostat do levé trojky, muśım jak vidno právě jednu z šipek zvolit červenou.
To mohu udělat celkem na třech křižovatkách, takže potřebuji vybrat jednu
křižovatku ze tř́ı, na které zvoĺım červenou šipku. Počet těchto voleb je dán
kombinačńım č́ıslem

(
3
1

)
– vyb́ırám jednu křižovatku ze tř́ı. No a krásně nám

to vycháźı, páč
(
3
1

)
= 3.

1Viz aplet v GeoGebře https://ggbm.at/eynpgEgu
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Podobně chci-li se dostat do pravé trojky, mohu se tam dostat třemi
cestami: [M,C,C], [C,M,C] a [C,C,M ]. Zde potřebuji vybrat dvě ze tř́ı
křižovatek, kde odboč́ım na červenou šipku. To lze udělat

(
3
2

)
zp̊usoby. A

dostanu
(
3
2

)
= 3, což je opět OK!

Vid́ıme, že Pascal̊uv trojúhelńık je tvořen kombinačńımi č́ısly, které určuj́ı
počty cest vedoućıch do daného bodu trojúhelńıku z jeho vrcholu.(
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Tato interpretace PT pomoćı počtu cest je názorně reprezentována např.
pomoćı Galtonovy desky.

Nyńı můžeme vztah pro (a + b)n napsat obecně pro libovolné přirozené n
a libovolná reálná a,b (Binomická věta):

(a + b)n =

(
n

0

)
anb0 +

(
n

1

)
an−1b1 + . . . +

(
n

n− 1

)
a1bn−1 +

(
n

n

)
a0bn

Tato věta se dá snadno dokázat matematickou indukćı, s využit́ım vztahu(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n + 1

k + 1

)
To je vztah vyjadřuj́ıćı vlastně rekurentńı postup tvorby PT. Důkaz Binomické
věty si udělej prosim tě sama.

Vztahy pro n = 1 a n = 2 je nutné znát zpaměti:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (1)

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 (2)

Pro vyšš́ı mocniny neńı problém vzorec vymyslet, páč v́ıme, že koeficienty
jednotlivých člen̊u ve vzorci jsou pro n-tou mocninu č́ısla v n-tém řádku PT.
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Ten si snadno vyrob́ıme, nebo si spoč́ıtáme př́ıslušná kombinačńı č́ısla. No a
exponenty u člen̊u a maj́ı sestupnou a u člen̊u b vzestupnou tendenci, takže
neńı problém vzorec napsat, i když si ho nepamatuješ, right?

Vzorce (a+b)2 a (a+b)3 se daj́ı pěkně ilustrovat geometricky – viz obrázek
z wikipedie.

2 an − bn

Tak hele, každý blbec asi zná vztah

a2 − b2 = (a− b)(a + b) (3)

O jeho platnosti se můžeme přesvědčit pouhým roznásobeńım závorek. Méně
známý je už vztah pro n = 3. Mohli bychom jej nějak vymyslet na základě
analogie s n = 2? Může nás napadnout, že vztah by mohl vypadat podobně:

a3 − b3 = (a− b) · něco

Potom by platilo:

něco =
a3 − b3

a− b
(4)

Zkuśıme tedy vydělit polynom a3 − b3 polynomem a− b:

(a3 − b3) : (a− b) = a2 + ab + b2

−(a3 − a2b)

−−−−−
(a2b− b3)

−(a2b− ab2)

−−−−−
(ab2 − b3)

−(ab2 − b3)

−−−−−
zbytek 0

A vida! Vyšlo to beze zbytku, takže jsme objevili vztah

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

Podobně bychom dostali vztahy pro daľśı mocniny:

a1 − b1 = (a− b) (5)
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a2 − b2 = (a− b)(a + b)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

a4 − b4 = (a− b)(a3 + a2b + ab2 + b3)

a5 − b5 = (a− b)(a4 + a3b + a2b2 + ab3 + b4)

a6 − b6 = (a− b)(a5 + a4b + a3b2 + a2b3 + a1b4 + b5)

...

Pomoćı matematické indukce bychom snadno dostali obecný vztah pro libo-
volné přirozené n:

an − bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b + an−3b2 + . . . + abn−2 + bn−1

)
(6)

Vztah se dá však dokázat také pouhým roznásobeńım pravé strany:

P = a
(
an−1 + an−2b + an−3b2 + . . . + abn−2 + bn−1

)
−

− b
(
an−1 + an−2b + an−3b2 + . . . + abn−2 + bn−1

)
=

= an + ���an−1b + ����
an−2b2 + . . . + ����

a2bn−2 + ���
ann−1−

−���an−1b −����
an−2b2 − . . .−����

a2bn−2 −���abn−1 − bn =

= an − bn

Poznámka: Tento vztah úzce souviśı s Binetovým vzorcem pro výpočet
n-tého členu Fibonacciho posloupnosti i s obdobnými vzorci pro daľśı kovové
posloupnosti.

Specielně pro b = 1 máme často použ́ıvané vztahy:

a1 − 1 = (a− 1)

a2 − 1 = (a− 1)(a + 1)

a3 − 1 = (a− 1)(a2 + a + 1)

a4 − 1 = (a− b)(a3 + a2 + a + 1)

a5 − 1 = (a− b)(a4 + a3 + a2 + a + 1)

...

čiliž obecně

an − 1 = (a− 1)
(
an−1 + an−2 + an−3 + . . . + a + 1

)
(7)

respektive

an − 1 = (a− 1)
(
1 + a + a2 + a3 + . . . + an−1

)
(8)
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Tento vztah se dá krásně použ́ıt pro vyvozeńı vztahu pro součet prvńıch n
člen̊u geometrické posloupnosti!

Vztahy pro n = 2 a n = 3 se daj́ı ilustrovat geometricky – viz

• https://www.youtube.com/watch?v=24gWbMSEVVw

• https://www.youtube.com/watch?v=9RHJt0GXLcY

Ještě si uvědomı́me jednu věc. Pro sudé n poč́ınaje n = 4 můžeme rozklad
udělat i takto

a4 − b4 = (a2)2 − (b2)2

= (a2 − b2)(a2 + b2)

= (a− b)(a + b)(a2 + b2) (9)

a6 − b6 = (a3)2 − (b3)2

= (a3 − b3)(a3 + b3)

= (a− b)(a2 + ab + b2)(a3 + b3) (10)

...

Pročež vid́ıme, že druhé závorky ve vztaźıch (5) se daj́ı ještě rozložit. To by
ovšem šlo udělat i vytýkáńım. V daľśım uvid́ıme, že výrazy an + bn v (9) a
(10) p̊ujdou pro liché n ještě rozložit.

3 an + bn

Vezměmež vztahy (5) a udělejmež substituci b→ −b

a1 + b1 = (a + b) (11)

a2 − b2 = (a + b)(a− b)

a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

a4 − b4 = (a + b)(a3 − a2b + ab2 − b3)

a5 + b5 = (a + b)(a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4)

a6 − b6 = (a + b)(a5 − a4b + a3b2 − a2b3 + a1b4 − b5)

...

Vid́ıme, že pro sudé mocniny nedostáváme nic nového, jsou to opět vztahy
(5) – u rozkladu a2− b2 je pouze prohozené pořad́ı závorek a u a2− b2 a4− b4

a a6 − b6 vhodným vytknut́ım v druhé závorce dostaneme vztahy (9) a (10).
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Zato pro liché mocniny jsme dostali pěkné rozklady. Nyńı vid́ıme, že po-
moćı vztahu pro a3 + b3 můžeme dokončit rozklad (10) pro šestou mocninu:

a6 − b6 = (a− b)(a + b)(a2 + ab + b2)(a2 − ab + b2) (12)

Vzniká otázka, jak budou vypadat vzorce pro součet sudých mocnin.
Začněmež a2+b2. Bohužel kužel je tento dvojčlen nerozložitelný, jak se snadno
přesvědč́ıme vyděleńım. Pokud by se dal rozložit na součin, musel by jeden
člen rozkladu být polynom prvńıho stupně ve tvaru pa + qb, kde p, q jsou
nějaké reálné (nenulové) konstanty. Zkuśıme vydělit:

(a2 + b2) : (pa + qb) =
1

p
a− q

p2
b

−
(
a2 +

q

p
ab

)
−−−−−(
−q

p
ab + b2

)
−
(
−q

p
ab− q2

p2
b2
)

−−−−−
q2

p2
b2 + b2 → což je nenulový zbytek, pač b 6= 0

Ukázali jsme tedy, že a2 + b2 je pro všechna reálná a, b 6= 0 nerozložitelné.

T́ım pádem je ale nerozložitelné rovněž a4 + b4, pač

a4 + b4 =
(
a2
)2

+
(
b2
)2

Obecně je tedy nerozložitelný každý př́ıpad, kdy exponent je mocninou dvou,
tedy mocniny 2, 4, 8, 16, 32 . . .

Nyńı zbývaj́ı sudé mocniny, které nejsou mocninou dvou. Prvńı z nich je
n = 6:

a6 + b6 =
(
a2
)3

+
(
b2
)3

(13)

Použijeme vztah (11) pro součet třet́ıch mocnin a po úpravě dostáváme:

a6 + b6 = (a2 + b2)(a4 − a2b2 + b4) (14)

Obdobně rozlož́ıme daľśı sudé mocniny, které nejsou mocninou dvou.
Např́ıklad

a10 + b10 =
(
a2
)5

+
(
b2
)5

(15)
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=
(
a2 + b2

) (
a8 − a6b2 + a4b4 − a2b6 + b8

)
(16)

Vrat’me se ještě k lichým mocninám, takže

a2 + b2 = nelze

a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

a4 + b4 = nelze

a5 + b5 = (a + b)(a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4)

a6 + b6 = (a2 + b2)(a4 − a2b2 + b4)

a7 + b7 = (a + b)
(
a6 − a5b + a4b2 − a3b3 + a2b4 − ab5 + b6

)
a8 + b8 = nelze

a9 + b9 = (a + b)
(
a2 − ab + b2

) (
a6 − a3b3 + b6

)
a10 + b10 =

(
a2 + b2

) (
a8 − a6b2 + a4b4 − a2b6 + b8

)
a11 + b11 = (a + b) (a10 − a9b + a8b2 − a7b3 + a6b4 − a5b5 + a4b6 − a3b7

+ a2b8 − ab9 + b10)

a12 + b12 =
(
a4 + b4

) (
a8 − a4b4 + b8

)
a13 + b13 = (a + b) (a12 − a11b + a10b2 − a9b3 + a8b4 − a7b5 + a6b6 − a5b7

+ a4b8 − a3b9 + a2b10 − ab11 + b12)

a14 + b14 =
(
a2 + b2

) (
a12 − a10b2 + a8b4 − a6b6 + a4b8 − a2b10 + b12

)
a15 + b15 = (a + b)

(
a2 − ab + b2

) (
a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4

)
·

·
(
a8 + a7b− a5b3 − a4b4 − a3b5 + ab7 + b8

)
a16 + b16 = nelze

...

Vid́ıme, že o počtu člen̊u v rozkladu rozhoduje prvoč́ıselný rozklad mocniny n:

1. n = 2k → nelze rozložit

2. n je prvoč́ıslo r̊uzné od 2 (3,5,7,11. . . ) → 2 členy

3. n je součin dvou prvoč́ısel (15 = 3 · 5) → 2 · 2 = 4 členy

4. obecně n je součin m prvoč́ısel → 2m člen̊u (např. n = 3 · 5 · 7 = 105 →
23 = 8 člen̊u)

5. n je druhá mocnina prvoč́ısla → 3 členy (např. n = 9 = 32)
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6. n je třet́ı mocnina prvoč́ısla → 4 členy (např. n = 53 = 125)

7. obecně n je k-tá mocnina prvoč́ısla → (k + 1) člen̊u
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