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RESUMO

S&o os sistemas de numeracao que permitem a representacdo dos nimeros, 0s quais,
juntamente com as formas, constituem o principal objeto de estudo da Matematica. E
através deles também que se podem justificar os procedimentos adotados para
efetuar as quatro operacdes aritméticas basicas: adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo. E, portanto, extremamente importante que o professor de Matematica tenha
uma compreensao profunda do funcionamento dos sistemas de numeragdo, em
especial, do sistema de numeracao posicional decimal (SNPD), amplamente difundido
e utilizado em todas as partes do mundo atual, e que esta fundado sobre a base
decimal e no chamado principio de posi¢do. Este trabalho é fruto de pesquisa
bibliografica, feita a respeito do tema “sistemas de numeragéo”, bem como das
reflexdes de seu autor acerca das propriedades dos sistemas de numeragdo, em
especial aquelas relacionadas com os critérios de divisibilidade e a representacao dos
nameros reais em sistemas posicionais. O trabalho aborda o tema a partir de trés
aspectos principais: sua evolucao historica e aplicacdes; as propriedades puramente
matematicas dos sistemas de numeracao posicionais; e a forma como o professor
pode utilizar os dois aspectos anteriores em suas aulas. Seu objetivo é reunir, em um
anico material, as informacBes mais relevantes a respeito dos sistemas de
numeracdo, dentro dos trés aspectos citados anteriormente, para que tanto
professores de Matemética quanto outros individuos interessados em saber mais
sobre o tema, consultando-o, obtenham, com relativa facilidade, solidas e confiaveis
informacdes a respeito desta tematica.

Palavras-chave: Sistemas de numeracao. Critérios de divisibilidade. Base. Principio

de posicao. Evolucéao historica.



ABSTRACT

Numeral systems allow the representation of numbers. They all together with the forms
constitute the main object of studying of the Mathematic. It is also through them that
someone can justify procedures used to perform the four basic arithmetic operations:
addition, subtraction, multiplication and division. It is therefore extremely important that
the math teacher has a deep understanding of the functioning of numeral systems, in
especial, the decimal positional numeral system (DPNS), widely disseminated and
used in all parts of the world today, and that is founded on the decimal base and on
the called positional notation. This work is the resulting of a bibliographical research, it
has done on the topic “numeral systems” as well as the reflections of the author on the
properties of numbering systems, in particular those related to the criteria for divisibility
and the representation of real numbers in positional systems. The work addresses the
topic from three main aspects: its historical evolution and applications; purely
mathematical properties of positional numeral systems; and how the teacher can use
the two previous aspects in their classes. Its goal is to gather, in a single material, the
most relevant information about the numeral systems within the three aspects
mentioned above. For both math teachers as other individuals interested in learning
more about this topic, referring to it they can obtain with relative ease, solid and reliable
information on this subject.

Keywords: Numeral systems. Criteria for divisibility. Base. Positional notation.
Historical evolution.
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INTRODUCAO

A necessidade de representar os numeros levou os homens a criacdo de
diversos sistemas com essa finalidade, chamados sistemas de numeracéo. O estudo
de tais sistemas € o objetivo principal deste trabalho, que procura reunir, em um Unico
lugar, diferentes aspectos relacionados ao estudo deste tema, como seu
desenvolvimento historico, aplicacdes, explicitagcdo de propriedades importantes ou
curiosas e sugestbes para aborda-lo na escola.

Uma vez que os numeros ocupam um papel central na Matematica, todo aquele
gue deseje um dia ensinar ou fazer Matematica deve compreender a maneira pela
qual os numeros sdo representados, o que leva ao estudo dos sistemas de
numeracdo. Essa maneira, alids, exerce também grande influéncia na realizacao das
operacfes com estes numeros, portanto, encontrar uma boa notacao para eles foi de
suma importancia para o desenvolvimento da Matematica.

O desenvolvimento de um sistema de numeracdao eficiente, como é o caso do
sistema de numeracdo posicional decimal (SNPD), ndo foi algo que ocorreu
rapidamente e, embora estejamos habituados com o seu uso, nem sempre os homens
dominaram as regras que governam seu funcionamento, em especial, o principio de
posicdo. O fato de ja termos automatizado muitas de suas propriedades,
simplesmente utilizando-as, sem nos preocuparmos com o porqué de funcionarem,
pode nos levar a crer que um estudo do SNPD ¢é algo simplério. Porém, quem pensa
dessa maneira, ignora certamente o fato de que os homens levaram milénios para
poder desenvolvé-lo.

Certo dia, ainda quando estudante do curso de licenciatura em Matemaética,
consultando o livro Introducdo a Histéria da Matemética, de Howard Eves, entrei em
contato com o mundo dos sistemas de numeracao, esforcando-me para entender o
gue era a base de um sistema de numeracéo. Depois de encantar-me com a maneira
prodigiosa como a inteligéncia dos homens os conduziu a invencao de diversos
sistemas para representar os numeros, acabei me dando conta de que, mesmo
estando em um curso de graduagdo em Matematica, ndo sabia por que realizava as
operacOes aritméticas basicas seguindo os algoritmos que me foram ensinados. Nao
podendo admitir tamanha ignorancia de um futuro professor de Matematica, comecei
a refletir sobre tais algoritmos, redescobrindo as justificativas procuradas, utilizando

apenas os novos conhecimentos adquiridos com o estudo dos sistemas de numeracao
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e, muito provavelmente, os ensinamentos recebidos na infancia, os quais deviam estar
guardados em algum lugar em meu subconsciente. Apenas mais tarde comecei a
entrar em contato, de maneira dispersa, com materiais de estudo que forneciam
explicacbes sobre os algoritmos das quatro operacoes.

Através dessa experiéncia pessoal, percebi a grande influéncia que a
compreensdao do funcionamento dos sistemas de numeragdo tem sobre a
aprendizagem das operac¢des bésicas, com as quais nossos alunos, muitas vezes tém
dificuldades para lidar, especialmente a diviséo.

Na busca de compreender o funcionamento do algoritmo da divisdo, em
particular, tentando entender quando o quociente sera uma dizima periédica ou um
decimal exato, acabei descobrindo que a periodicidade n&o era uma propriedade
apenas dos numeros, mas também dos sistemas de numeragdo nos quais esses
nameros sao representados.

Acreditando ser capaz de encontrar métodos eficientes para identificar nUmeros
primos a partir da representacdo dos numeros em sistemas posicionais, acabei
deparando-me com padrdes que se transformaram nos teoremas sobre critérios de
divisibilidade apresentados no Capitulo 3. Hoje, acredito que a tentativa de identificar
primos deste modo néo renderia frutos, porém este € um bom exemplo, como muitos
outros encontrados na Histéria da Matematica, de como a busca da solu¢do de um
problema famoso pode conduzir a descobertas interessantes.

Além de tudo o que foi dito antes, este trabalho também ¢é fruto de pesquisa
feita nas mais variadas fontes, como livros sobre Historia da Matematica e Teoria dos
Numeros, revistas como a RPM (Revista do Professor de Matematica), livros digitais
relacionados a Informética, além da consulta a sites pela internet.

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos, sempre precedidos por uma
breve introducdo explicando o que sera tratado neles e, ao final de cada um, ha
sempre uma secao denominada “Sugestdes de Atividades”, voltada especificamente
para professores de Matematica, na qual sado fornecidas algumas orientacdes sobre
diferentes formas de abordar os contetdos trabalhados em cada capitulo com os
alunos.

O Capitulo 1 faz um resgate histérico do desenvolvimento dos sistemas de
numeracdo, desde o momento em que os homens aprenderam a contar até a
introduc&o na Europa do engenhoso sistema de numeracgéao hindu, que ali chegou por

meio dos arabes. Este capitulo, contudo, ndo pode ser ignorado, pois estad permeado
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de conceitos que ajudardo na compreensao dos capitulos seguintes, como o conceito
de base de um sistema de numeracéao.

O Capitulo 2 comeca apresentando algumas aplicagbes dos sistemas de
numeracgao posicionais, descrevendo a seguir métodos para efetuarmos conversées
de uma base para outra e mostrando depois disso algumas caracteristicas dos
sistemas desse tipo.

No Capitulo 3 estédo reunidos diversos teoremas que estabelecem formas de
encontrar critérios de divisibilidade para os numeros naturais em qualquer sistema de
numeracao posicional, utilizando-os a seguir para fazer uma anéalise comparativa entre
o sistema decimal e outros sistemas posicionais, em especial o duodecimal.

Finalmente, no Capitulo 4 é discutida a representacdo de numeros reais na
forma posicional. A abordagem histérica é retomada no comecgo deste capitulo, dando
lugar mais tarde as andlises relacionadas a periodicidade de nimeros racionais.

ApOs esses quatro capitulos encontram-se as consideracdes finais,
referéncias, relacdo de sites consultados e cinco apéndices. O APENDICE A traz uma
tabela de caracteres imprimiveis, mostrando suas representacées nas formas decimal
e binaria. O APENDICE B apresenta métodos de convers&o do sistema binario para
os sistemas hexadecimal e octal e vice-versa. O APENDICE C consiste em um
material de apoio ao professor para o ensino das quatro opera¢ées. O APENDICE D
apresenta e justifica a prova dos nove para cada uma das quatro operacdes. No
APENDICE E, constam as tabuadas da adicéo e da multiplicacdo do sistema binario
ao vigesimal e do sistema sexagesimal, as quais podem ser particularmente Uteis
durante a leitura do Capitulo 3.

Pensamos que o grande mérito deste trabalho é o de dar atencéo tanto a
aspectos puramente matematicos relacionados aos sistemas de numeracao
posicionais quanto a suas aplicacfes e desenvolvimento histérico, coisa que nédo se
encontra comumente nos livros que tratam do assunto. Esperamos que a leitura deste

trabalho seja, ao mesmo tempo, util e prazerosa.
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CAPITULO 1

EVOLUCAO HISTORICA DOS SISTEMAS
DE NUMERACAO

Ao longo deste capitulo serdo trabalhados, dentro de uma perspectiva histoérica,
0S conceitos basicos necessarios para a compreensao dos sistemas de numeracao.
Nele compreenderemos, por exemplo, porque o sistema de numeracéo atualmente
adotado em todo o mundo € um sistema posicional e decimal. Introduziremos o
conceito de senso numérico e trataremos do desenvolvimento do processo de
contagem, veremos também a distincdo entre os conceitos de numero, numeral e
algarismo e o conceito de base de um sistema de numeracao. Além disso, veremos
como diferentes povos, isolados muitas vezes por imensos oceanos, encontraram
solucbes ao mesmo tempo parecidas e originais para o problema da representacao
dos numeros. Apresentaremos também uma classificacdo dos sistemas de
numeracdo, de acordo com sua estrutura e légica de funcionamento, observando sua
evolucdo e o caminho que conduziu a humanidade até a formacéo do atual sistema

de numeracgéao posicional decimal (SNPD).
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1.1  SENSO NUMERICO E CONTAGEM

Quando se fala sobre niumeros, aqueles que surgem em nossas mentes com
mais naturalidade sdo os numeros inteiros positivos, que sao agrupados em uma
colecao que ndo poderia receber nome melhor: conjunto dos nimeros naturais.

Uma vez que 0s himeros naturais tém seu surgimento associado ao processo
de contagem, algumas consideracdes sobre este assunto nos parecem pertinentes.

Embora contar nos pareca, hoje, algo muito natural, ndo podemos perder de
vista que o processo de contagem € uma invencao da espécie humana e ndo uma
caracteristica inata ao homem. Ninguém nasce sabendo contar, o processo de
contagem é aprendido pelas criancas e é de uma complexidade tal que ndo pode ser
aprendido pelos animais.

Mas de onde vem a necessidade que o homem tem de contar? Segundo

Ifrah (2005), o processo de contagem surge de necessidades materiais do homem:

Aqueles que guardavam rebanhos de carneiros ou de cabras, por exemplo,
precisavam ter certeza de que, ao voltar do pasto, todos os animais tinham
entrado no curral. Os que estocavam ferramentas ou armas, ou que
armazenavam reservas alimentares para atender a uma vida comunitaria,
deviam estar aptos a verificar se a disposicdo dos viveres, armas ou
instrumentos era idéntica a que eles haviam deixado anteriormente. Aqueles,
afinal, que mantinham rela¢cbes de inimizade com grupos vizinhos
necessitavam saber, ao final de cada expedi¢cdo militar, se o efetivo de seus
soldados estava completo ou ndo. Os que praticavam uma economia de troca
direta deviam estar aptos a “avaliar” para poder trocar um género ou
mercadoria por outro... (2005, p. 25).

Se a faculdade de saber quantos elementos possui um determinado conjunto
fosse inata ao homem, a necessidade de contar certamente nao teria emergido.
Portanto, a contagem surge da busca pela superacdo da limitacdo humana em
perceber exatamente quantos objetos pertencem a um conjunto.

Contudo, o ser humano nédo é totalmente desprovido dessa capacidade de
perceber o nUmero de objetos de uma colec¢éo, ele consegue responder prontamente
(sem precisar contar) quantos elementos tem um conjunto, desde que este conjunto
possua uma quantidade reduzida de elementos. A esta capacidade de perceber
guantos elementos possui um conjunto sem precisar conta-los € que chamamos de
senso numérico. Ao que tudo indica, o senso numérico humano “esbarra” no numero
quatro. Ainda segundo Ifrah, isso se revela, por exemplo, na “existéncia de varias
tribos na Oceania com o costume de declinar as formas gramaticais do singular, dual,
trial, quaternal e... do plural.” (2005, p. 21). Ou seja, depois do numero quatro, para os

homens, qualquer quantidade se torna “muitos”.
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Também denominamos senso numeérico a capacidade de perceber se um
conjunto possui mais ou menos elementos do que outro sem que precisemos efetuar
a contagem do numero de elementos de cada um desses conjuntos. Quando a
diferenca entre 0 nimero de elementos das duas colecdes é significativa, o homem,
e mesmo alguns animais, sao capazes de fazer essa distincao.

Uma vez que estejamos convencidos de que contar ndo € uma acao instintiva,
mas €, antes de tudo, uma invencdo humana, a seguinte pergunta surge naturalmente:
como o homem aprendeu a contar?

A resposta para essa pergunta esta relacionada com o conceito de
correspondéncia biunivoca ou correspondéncia de um para um. Como o proprio nome
diz, a correspondéncia biunivoca consiste em fazer corresponder a cada elemento de
um determinado conjunto, cujos elementos se deseja “contar”, os elementos de outro
conjunto, cuja quantidade de elementos é conhecida.

Para melhor ilustrar o que queremos dizer, tomemos o exemplo classico do
pastor de ovelhas que coloca dentro de uma sacola uma pedra para cada ovelha de
seu rebanho. Quando estas retornam do pasto ele sabe que a cada ovelha que passar
diante dele deve fazer corresponder uma pedra. Assim, sobrando pedras, ele sabe
gue h& ovelhas perdidas, bem como sabe que para cada ovelha que nascer deve
acrescentar uma pedra no saco.

Na verdade, podemos dizer que a correspondéncia biunivoca transforma-se em
contagem a partir do momento em que um “conjunto padrao”, cuja ordem dos
elementos é pré-estabelecida, passa a ser sempre utilizado para efetuar a
correspondéncia. Esse conjunto padrao pode ser um conjunto de simbolos gréficos,
de palavras, de nds em cordas etc.

Contudo, é provavel que, antes mesmo de recorrer a pedras que poderia
facilmente juntar do chdo ou a entalhes feitos em 0ssos ou gravetos, 0 homem tenha
recorrido as partes de seu préprio corpo, as quais se encontravam sempre a sua

disposigéo.

1.2  NUMERO, NUMERAL E ALGARISMO

Embora algumas vezes as pessoas utilizem indistintamente as palavras
namero e numeral, estes termos representam dois conceitos diferentes. Numeral &
qualquer simbolo (grafico ou n&o) utilizado para representar um namero, que é a

guantidade em si.
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Assim, podemos fazer a seguinte associacao:
NUMERO = IDEIA
NUMERAL =» SIMBOLO

Desta forma, as palavras cinco, cing e five ou os simbolos gréaficos 5, V e —,
nao passam de numerais; todos eles utilizados para representar 0 mesmo numero. As
trés palavras representam esta quantidade nas linguas portuguesa, francesa e
inglesa, respectivamente, enquanto os trés simbolos apresentados tém origem indo-
arabica, romana e maia, respectivamente.

Um numero é, na verdade, algo bastante abstrato, tal qual o conceito de
“felicidade” ou “tristeza”. Assim, ndo temos como criar em nossas mentes a imagem
de um namero, por mais que imaginemos conjuntos com cinco magas, cinco carogos
de acai, cinco ameixas ou cinco abacates, tudo o que conseguimos visualizar
concretamente sdo macas, carocos de acai, ameixas ou abacates. Embora saibamos
0 que todos estes conjuntos tém em comum, isto €, a quantidade de elementos, somos
incapazes de visualizar o numero cinco concretamente, bem como imaginando uma
pessoa feliz ou triste ndo estamos enxergando a felicidade ou a tristeza, mas a
imagem das expressoes faciais de alguém.

Para sermos honestos, devemos confessar que ndo estamos aqui respondendo
a pergunta “o que € um numero?”, pelo menos ndo com o rigor matematico que a
questdao merece. Dissemos apenas, de maneira vaga, que numero é “a ideia de
quantidade” com o objetivo de estabelecer a diferenca entre nimero e numeral, porém
nao definimos o que é quantidade. Contudo, ndo recomendamos ao professor do
ensino basico tratar tal questdo dentro de uma abordagem rigorosa, a qual, para esse
nivel de ensino, acreditamos, seria fora de propésito. Pensamos que tirar proveito das
nocdes intuitivas que o aluno ja possui sobre o conceito de quantidade para fazé-lo
enxergar que um numero e sua representacdo sao duas coisas diferentes ja
representa um salto conceitual significativo para o aluno. Além disso, quando o
professor dissemina a davida no coracdo do aluno, desconstruindo visdes
equivocadas ou ampliando aquela que eles ja possuiam, este aluno acaba
futuramente encontrando, por seus préprios meios, uma resposta que lhe satisfaca,
isto é, se realmente seu interesse pela questao tiver sido despertado.

Também existe diferenca entre os conceitos de numeral e algarismo. Podemos
dizer que os algarismos séo as unidades constituintes do numeral escrito, da mesma

forma que as letras sédo as unidades constituintes da palavra escrita.
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Para melhor compreender essa diferenca, observe a frase abaixo:

“O numeral 365 é composto de trés algarismos: 03,06 e 05.”

E como se disséssemos:

“A palavra BOLA é composta das letras B, O, L e A.”

Por essa analogia, podemos dizer que os algarismos séo as letras com que
escrevemos 0S humerais.

Cabe ainda, nesta se¢éo, uma Ultima observacao. Ao longo da historia os povos
encontraram diversas formas de representar os numeros. Os incas, na Ameérica do
Sul, por exemplo, conseguiam representa-los através de diferentes tipos de nos feitos
em cordas, o quipu. E antes disso, na regido da Mesopotamia, os sumérios fabricavam
pequenos objetos de barro que eram efetivamente seus numerais. Resumindo, a
mente criativa do homem nado se limitou as palavras, nem mesmo esperou 0
desenvolvimento da escrita, quando precisou encontrar meios para representar 0s

ndmeros.

1.3 BASE DE UM SISTEMA DE NUMERACAO

Chamamos de sistema de numeracéo qualquer sistema de representacdo dos
nameros. Como era de se esperar, diferentes povos desenvolveram diferentes
sistemas de numeracédo, os quais foram estruturados de maneira bastante diversa.
Tais sistemas, embora diferentes, apresentavam algumas caracteristicas em comum,
caracteristicas essas que discutiremos mais adiante.

Nesta secdo, trataremos de um conceito importante relacionado aos sistemas
de numeracdo, o conceito de base, o qual sera introduzido através da linha de
raciocinio que comecaremos a expor a partir de agora.

Vocé consegue responder de imediato quantos tracos ha abaixo?

i

Evidentemente a resposta para esta pergunta é ndo, devido a tudo aquilo que
foi exposto na secéo 1.1 sobre senso numerico.

Contudo, se fizermos um corte horizontal a cada quinze tragos verticais, vocé
certamente serd capaz de dizer quantos tracos verticais ha na cole¢cédo acima, desde
que vocé esteja ciente de que um traco horizontal corresponde a quinze verticais e
gue a quantidade de tragcos horizontais ndo seja muito elevada.

FERRRRRRHRHHEHE FHHHHHHHH L T
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Contar agrupamentos € mais facil do que contar unidades, desde que todos os
grupos possuam a mesma quantidade de elementos e que esta quantidade seja
conhecida.

Nada impede que os quinze tracos cortados sejam substituidos por outro
simbolo qualquer que represente tal quantidade, digamos que o simbolo escolhido
fosse H, sugerido pela forma desta letra, que traz a mente imagem de um grupo (par)
de tracos verticais cortados por outro horizontal. Assim, voltando ao exemplo dado
anteriormente teriamos HHHHII como uma representagédo do nimero 62.

Mantendo essa simbologia, como poderiamos representar o numero 274? A
resposta € HHHHHHHHHHHHHHHHHHIIII. Note que, neste caso, o simbolo H se
repete tantas vezes que a limitacdo do senso numérico humano nos impede de saber
de imediato quantas vezes esse simbolo aparece. Uma alternativa para contornar este
problema €& a criagdo de um novo simbolo, digamos A, para representar um
agrupamento de 15 simbolos H. Desta forma, o numero 274 passaria a ser
representado por AHHHIIII. Caso o simbolo A aparecesse uma grande quantidade de
vezes, um novo simbolo poderia ser criado e assim por diante.

Note que poderiamos fazer com que o simbolo A representasse 14, 16, 18 ou
outra quantidade qualquer de simbolos H, porém, convencionar o uso da mesma
quantidade na passagem de um simbolo para outro evita o inconveniente de ter de
especificar como deve se dar cada passagem. A quantidade adotada para efetuar
cada agrupamento € o que denominamos base do sistema de numeracdo. No
exemplo dado, criamos um sistema de numeracédo de base 15, cujos algarismos séao
l,He A.

O sistema de numeragcdo que utilizamos hoje € decimal, ou seja, utiliza o
namero dez como base. Outras bases seriam possiveis, contudo, historicamente, a
base dez, por ser a preferida dos povos?, acabou se impondo.

Estamos tdo habituados com o sistema decimal, que nos parece estranho
pensar que qualquer outra base poderia representar (algumas vezes com vantagem)
0S numeros. As bases 11 ou 12, por exemplo, teriam sido talvez escolhas melhores,

a primeira pelo fato de 11 ser primo e a segunda pelo fato de que o nimero 12 possui

1 Georges Ifrah, nas péginas 77 e 78 de seu livro “Histdria Universal dos Algarismos: A Inteligéncia dos Homens
Contada pelos Numeros e pelo Calculo”, cita uma lista contendo pelo menos 31 povos, comegando pelos
amoritas e terminando com etc, que utilizaram ou utilizam ainda hoje a base dez, além de outros tantos que
revelam a presenca dessa base em suas linguas.
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mais divisores que o0 10. Um pensamento que pode passar pela mente de quem pouco
conhece sobre sistemas de numeracdo é o de que a base 10 produz numerais
“‘melhores”, mais faceis de trabalhar. Acreditamos que esta visdo ingénua dos fatos
sera desconstruida ao longo das secdes e capitulos que se seguem.

Mas se ha outras bases téo satisfatorias quanto a base dez, por que esta foi
adotada por tantos povos?

Na secédo 1.1, vimos que, antes de aprender a contar, 0 homem se servia da
correspondéncia biunivoca para saber a quantidade de elementos de dado conjunto.
Embora o abaco tenha sido a primeira calculadora inventada pelo homem, suas maos
sempre foram calculadoras naturais da qual poderia ele dispor no momento que bem
entendesse. Assim, buscando novamente o exemplo do pastor de ovelhas, vemo-lo
agora fazendo corresponder a cada ovelha um dedo de sua mao, recomecgando a
correspondéncia cada vez que nao lhe sobrarem mais dedos nestas. Assim, tornou-
se natural para os homens agrupar de dez em dez, tornando-se assim a base dez a
preferida da maioria dos povos do passado e a que passou a ser adotada
universalmente até os dias de hoje.

Entretanto, é preciso reconhecer que a escolha da base dez foi favorecida pelo

fato de que esta base se adequa as necessidades da memaéria humana.

A base decimal com certeza apresenta uma vantagem muito nitida sobre
bases tdo extensas quanto a sessentena, a trintena ou a vintena.
Corresponde, com efeito, a uma ordem de grandeza satisfatéria para a
memdéria humana, ja que os nomes de nimero ou os simbolos de base que
exige sao relativamente pouco numerosos e uma tabela de adigdo, bem como
uma tabela de multiplicacdo, pode sem dificuldade ser aprendida de cor
(IFRAH 1997, p.78).

Contudo, se esta foi uma condicdo necessaria a adocao da base dez, nao é
certamente suficiente para justificar sua utilizacdo por tantos povos, jA que outras
bases como sete, oito, nove, onze, doze ou mesmo treze também sdo satisfatorias
para a memoria humana.

Portanto, a principal razdo para a ado¢ao da base dez € anatbmica e nao fruto

de alguma vantagem intrinseca ao valor dez, como se poderia pensar, a priori.

Na verdade, tendo a humanidade aprendido a contar com seus dez dedos,
essa preferéncia quase geral pelos agrupamentos de dez foi comandada por
este “acidente da natureza” que é a anatomia de nossas maos (IFRAH 1997,
p.85).
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1.4  AS CIVILIZACOES E SEUS SISTEMAS DE NUMERACAO

Nesta secdo, através de uma abordagem historica, faremos o estudo de
sistemas de numeracdo que apresentam caracteristicas diferentes daquelas
encontradas no sistema de numeracao posicional decimal. Isto nos permitira fazer
comparacdes entre o sistema difundido na atualidade e aqueles que outros povos
utilizaram no passado, percebendo as vantagens e desvantagens de cada um deles
em relacdo aos outros.

Filosoficamente, podemos, a partir de tudo que sera discutido nesta secao e
mais adiante, levantar questionamentos do tipo: Sera que a forma como o mundo esta
organizado atualmente ndo poderia ser outra? Sera que o modo como realizamos as
quatro operacdes aritméticas basicas nao poderia ser diferente? Sera que o SNPD é
o melhor sistema de representacdo dos numeros que a humanidade é capaz de
produzir?

E preciso deixar claro que nosso objetivo nesta secdo é fazer um estudo
comparativo das principais caracteristicas de diferentes tipos de sistemas de
numeracao, portanto ndo pretendemos tratar aqui do caminho percorrido por cada
civilizagdo no desenvolvimento da representacdo dos nimeros?. Devemos, antes, ter
clareza de que cada um dos povos dos quais trataremos nesta secao, em diferentes
momentos trabalhavam ndo s6 com algarismos que diferiam quanto ao estilo, como
também com sistemas de numeracéo que se diferenciavam pela sua estruturacéo e
l6gica de funcionamento. Assim, a estratégia por nés adotada ao longo desta secéo é
a de estudar as caracteristicas dos sistemas de numeracdo adotados por diferentes
povos em um determinado momento da histéria de cada um deles, estabelecendo
suas semelhancas e diferencas em relacdo ao SNPD.

Neste trabalho, classificamos os sistemas de numeracdo em trés tipos
principais: sistemas de numeragéo do tipo aditivo, do tipo hibrido e posicionais?, porém
optamos por subdividir esta secdo em apenas duas partes, a primeira tratando dos

sistemas de numeracéo que ndo sao posicionais e a segunda dos que sao. Insistimos

2 para aqueles que desejarem fazer um estudo desse interessante desenvolvimento recomendamos o excelente
livro “OS NUMEROS: a histéria de uma grande invencdo”, de Georges Ifrah.

3 para uma classificagdo mais completa dos sistemas de numeracio, recomendamos que o leitor consulte a obra
“Histdria Universal dos Algarismos: A Inteligéncia dos Homens Contada pelos Numeros e pelo Calculo”, também
de Georges Ifrah, que apresenta, no tomo 1, paginas de 692 a 703, uma classificagdo completa dos sistemas de
numeragao a partir de suas caracteristicas.
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no fato de que os sistemas de numeracéao utilizados pelos povos ndo se mantiveram
sempre com as mesmas caracteristicas ao longo do tempo. Assim, por exemplo, se
dizemos “o sistema de numeracgao chinés” e o classificamos como do tipo hibrido, é
preciso ter em mente o fato de que se trata aqui de apenas um dos sistemas de
numeracdo desenvolvidos pela civilizacéo chinesa (eles também desenvolveram um
sistema de numeracéo posicional), que carrega consigo caracteristicas que nos levam
a classifica-lo desse modo. Assim também, os egipcios ndo se mantiveram sempre
com um sistema de numeracao do tipo aditivo, nem os povos que habitaram a regiao
da Mesopotamia conceberam, de imediato, um sistema com caracteristicas
posicionais.
1.4.1 Sistemas de Numeracdo Nao Posicionais

Quando explicamos o conceito de base de um sistema de numeragéo na se¢ao
1.3, criamos um sistema de numeracao do tipo aditivo. Os sistemas de numeracao
deste tipo caracterizam-se pelo fato de que 0s numerais nele expressos representam
0 numero obtido a partir da adicdo dos valores atribuidos a cada um de seus
algarismos, dai 0 nome aditivo atribuido aos sistemas de numeracao deste tipo.

Daremos como exemplos de tais sistemas de humeracao o sistema hieroglifico
egipcio, o sistema de numeracado romano e o grego alfabético.

O sistema de numeracao hieroglifico egipcio era decimal, pois eram atribuidos
simbolos especiais apenas para as poténcias de dez, de um até um milhdo. Estes
algarismos estao ilustrados a seguir acompanhados de seus valores correspondentes.

1 ;
10 n

100 Qe € =
1000 o 1 f |
10 000 I R
100000 SN DY B
1000000 ¥ ‘& i L)
Z =3
llustragao 1
Algarismos hieroglificos egipcios.
IFRAH, Georges. Os numeros: a historia de uma grande invengao. 11. ed. Sdo Paulo: Globo, 2005. p 158.
Os demais numeros eram escritos através de agrupamentos desses
algarismos. A titulo de exemplo, escrevemos abaixo o niumero 4.507, tal como seria

representado nesse sistema de numeracgao.



25

£

jeee

It

Re

Como se pode perceber, uma das desvantagens deste tipo de sistema de
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numeracgao € a necessidade de repetir varias vezes um mesmo algarismo. O nimero
999, por exemplo, que € representado no SNPD por apenas trés algarismos, no

sistema de numeracéo hieroglifico egipcio seria representado da seguinte forma.

@R @ nnn i
nn
%%% 2nn i

Um sistema de numeracao do tipo aditivo que € bastante conhecido € o sistema
de numeracdo romano. Este sistema, assim como o anterior, € também decimal,
porém possui uma base auxiliar de valor igual a cinco, minimizando o problema da
repeticdo de simbolos e tornando os numerais nele representados menos extensos
gue no sistema hieroglifico egipcio.

Neste sistema de numeracdo, os numeros sdo representados por letras do
préprio alfabeto latino, a saber, por I, V, X, L, C, D e M, as quais valem 1, 5, 10, 50,
100, 500 e 1000, respectivamente. Assim, ao invés de representarmos o nimero 756
como CCCCCCCXXXXXII, podemos representa-lo de maneira menos extensa
como DCCLVI.

E curioso o fato de que hé fortes evidéncias de que os algarismos romanos n&o
tém uma origem alfabética, embora sejam representados por letras do alfabeto latino.
Os simbolos que representam esses algarismos tém sua origem provavel na técnica
do entalhe, adquirindo muitos deles alguma similaridade com as letras deste alfabeto
até serem todos eles efetivamente substituidos por estas®.

Ao lado do principio aditivo, os romanos também utilizavam o principio
subtrativo®, segundo o qual dois algarismos colocados em ordem crescente de valor

(lendo da esquerda para a direita) devem ser encarados como um Unico simbolo

4 Para aqueles que desejarem conhecer os argumentos que sustentam esta hipdtese, recomendamos a leitura
do Capitulo 6 do ja citado livro “OS NUMEROS: a histéria de uma grande invengdo” de Georges Ifrah.

5“0 principio subtrativo (...) raramente era utilizado nos tempos antigos e medievais. Seu uso pleno s6 comecou
nos tempos modernos.” (EVES, 2004, p. 33).
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representando a diferenca do maior pelo menor. Assim, ha Roma antiga era possivel
encontrar, por exemplo, representacdes do tipo MLXXXXVIIlI ao lado de MXCVIII
(1000 + (100 - 10) +5+ 1 + 1 + 1) para representar o niumero 1098.

Os gregos, por sua vez, desenvolveram um sistema de numeracgao, também do
tipo aditivo, no qual os niumeros poderiam ser escritos de forma bastante abreviada.
Esse sistema de numeracéao utilizava as 24 letras de seu alfabeto e os trés simbolos

obsoletos g, ¢ e 3, atribuindo a cada um deles os valores mostrados a seguir.

a (alfa) 1 L (iota) 10 p (rd) 100
B (beta) 2 k (capa) 20 o (sigma) 200
y (gama) 3 A (lambda) 30 T (tau) 300
6 (delta) 4 u (mi) 40 v (ipsilon) 400
€ (épsilon) 5 v (ni) 50 ¢ (fi) 500
G (stigma) 6 ¢ (csi) 60 x (xi) 600
{ (zeta) 7 o (ébmicron) 70 Y (psi) 700
n (eta) 8 7 (pi) 80 w (bmega) 800
0 (teta) 9 o (koppa) 90 3 (sampi) 900

Este sistema é denominado, por razdes 6bvias, sistema de numeracao grego
alfabético. Nele, um niamero como 704 poderia ser representado simplesmente por
Yé, portanto, de maneira bastante compacta.

Note que o sistema de numeracgao grego alfabético também é decimal, porém,
embora os trés exemplos dados de sistemas do tipo aditivo sejam de povos que
adotaram a base dez, ha exemplos de povos que adotaram outras bases, como 0s
astecas, que desenvolveram um sistema de numeracéao do tipo aditivo, mas vigesimal,
isto &, de base vinte.

Como exemplo de um sistema de numeracao do tipo hibrido, apresentamos o
sistema tradicional chinés. O termo hibrido, atribuido a este tipo de sistema de
numeracgao, se deve ao fato de que ele retine os principios aditivo e multiplicativo. O
sistema chinés é também decimal e nele existem algarismos especificos para
designar os numeros de 1 a 9 e as poténcias de 10 até dez mil.

Nesse sistema 0s algarismos eram dispostos verticalmente, no sentido de cima
para baixo, ja que, pela auséncia de papel, a escrita era realizada em laminas de

bambu, as quais eram estreitas horizontalmente. O namero 5.625, por exemplo, que
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€ igual a 5x1.000+6x100+2x10+5, esta representado na llustracdo 2,

juntamente com os algarismos deste sistema de numeracao.

Exemplo: 5625

FERY
+ o

(/.

llustragao 2
Algarismos do sistema tradicional chinés e exemplo

de sua utilizacdo na representacdo do nimero 5625.
EVES, Howard. Introdugao a Histéria da Matematica. Sdo Paulo: Editora da Unicamp, 2004. p 34.

Para finalizar nosso estudo sobre os sistemas de humeracao nao posicionais
ha algumas observacfes que podem ser feitas e que se aplicam a todos eles. Em
primeiro lugar, eles ndo nos permitem representar numeros de qualquer ordem de
grandeza, de modo que, para que possamos representar nUmeros cada vez mais
elevados temos sempre a necessidade de criar novos simbolos, e em segundo lugar,
0 gue € mais grave, eles ndo nos permitem efetuar com facilidade as operacdes
aritméticas. Para se convencer deste ultimo fato basta tentar efetuar a multiplicacédo
de dois nUmeros expressos em numerais romanos (tente, por exemplo, multiplicar
MCDLXXVI por LVII sem converter estes numerais para o SNPD). Este é, alias, um
dos fatores que explica por que 0s gregos, a despeito de terem contribuido
grandemente para o desenvolvimento da geometria, ndo foram capazes de avancar
da mesma forma no campo da algebra.

Na subsecéo 1.4.2 estudaremos sistemas de numeragao posicionais e veremos

de que maneira 0 homem foi capaz de superar essas limitagoes.
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1.4.2 Sistemas de Numeracédo Posicionais

Os sistemas de numeracdo posicionais representam o Ultimo estagio do
desenvolvimento dos sistemas de numeracao. Eles séo caracterizados pelo principio
de posicdo, segundo o qual os algarismos assumem valores relativos a posicédo que
ocupam no numeral, dai o termo posicional que designa este tipo de sistema.

Ao longo da histéria, apenas quatro povos foram capazes de descobrir 0
principio de posigdo: os mesopotamicos®, os chineses, os maias e os hindus. Foi deste
ltimo povo que nossa civilizagdo herdou tal conhecimento.

Em sistemas posicionais, € possivel representar qualquer nimero, por maior
gue seja, com uma quantidade finita de simbolos. Além disso, 0s nuameros
representados por meio deles se prestam a realizacdo das quatro operacdes
aritméticas bésicas.

Mas o que permitiu aos sistemas de numeragdo posicionais superar as
limitagcbes encontradas nos sistemas precedentes?

A resposta para esta pergunta encontra-se no nimero zero, pois é ele que nos
permite diferenciar 25 de 250, 205 ou 2005. Ao demarcar as ordens de unidades
vazias, 0 zero torna possivel a plena utilizacdo do principio de posicdo sem que
corramos o risco de ter representacdes ambiguas. Dos quatro povos citados apenas
os chineses ndo conceberam o zero, ignorando-o por varios séculos depois de terem
descoberto o principio de posi¢éo, passando a utiliza-lo a partir do século VIl de nossa
era, por influéncia indiana. Antes disso, portanto, o sistema de numeracéo posicional
chinés estava sujeito a ambiguidades.

O sistema de numeracao posicional chinés, assim como o atual, era decimal,
sendo os numeros de 1 a 9 representados, da esquerda para a direita, pelos
algarismos abaixo.

|. |I ILI II11I Ilili T TT TE[ H!T

llustragao 3
Primeiro grupo de algarismos do sistema de numeragao posicional chinés.
IFRAH, Georges. Histdria universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo cdlculo. Rio
de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 581.

6 E fato conhecido que diversos povos habitaram a regido da Mesopotamia (sumérios, acadios, assirios,
babilénios etc), portanto, optamos aqui pela utilizagdo do termo “mesopotamico” quando nos referimos ao
conjunto dos povos que direta ou indiretamente contribuiram para o desenvolvimento do sistema de numeragdo
posicional sexagesimal que sera estudado aqui.
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Note que esses algarismos sdo ideogramas, ou seja, trazem a mente 0sS
nameros que representam. A desvantagem desse tipo de representacdo dos
algarismos reside no surgimento de possiveis ambiguidades. Observe, por exemplo,

0 numeral abaixo.

O namero representado por ele € 3, 12 ou 217
Esse problema foi superado pelos sabios chineses criando uma segunda
sequéncia de simbolos para os niumeros de 1 a 9, dada a seguir.

1 1 L& =

6 7 8 9

|
~ M
- (Il

1 2

llustracao 4
Segundo grupo de algarismos do sistema de numeracgao posicional chinés.
IFRAH, Georges. Historia universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos niimeros e pelo cdlculo, tomo
1. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 582.

Esta sequéncia era alternada com a primeira, evitando confusdes como a antes
exemplificada. Assim, o0 nimero 12 seria representado como segue.

|

Vejamos agora como funcionavam o0s sistemas de numeracdo maia e
mesopotamicos, 0s quais, ao contrario do chinés nao eram decimais.

O sistema de numeracdo maia era vigesimal e seus algarismos, assim como
os do sistema posicional chinés, traziam a mente os numeros por eles representados.
Na verdade, o sistema de numeracdao maia era um sistema quinario (base cinco) do
tipo aditivo na representacdo dos numeros de 1 a 19, passando a ser vigesimal e
posicional a partir dai. Como se pode notar na llustracdo 5, os algarismos maias eram
constituidos basicamente por dois simbolos: o ponto para representar a unidade e o
tragco com valor igual a cinco. Havia diversas variagdes na representacao do zero, a

maioria delas similares a caramujos, como se pode ver na llustragcéo 6.
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llustragdo 5

Algarismos da civilizagao maia.
IFRAH, Georges. Historia universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo cdlculo. Rio
de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 639.

Glifos representando conchas?
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Glifos representando Outra forma
casinhas de caracéis?
llustracao 6

Diferentes formas sob as quais os maias representavam o glifo “zero”.
IFRAH, Georges. Os numeros: a histéria de uma grande invengao. 11. ed. Sdo Paulo: Globo, 2005. p 253.

Assim como no sistema posicional chinés, ambiguidades poderiam ocorrer em
virtude dos algarismos maias serem também ideogramas, mas curiosamente, embora
nunca tenham tido contato com os chineses, 0s maias encontraram a mesma solucao
gue este povo para esse problema, alternando os tragos entre posi¢coes horizontais e
verticais.

Para sermos honestos, é preciso confessar que o sistema de numeragcdo maia
nao era completamente vigesimal, na verdade, ele possuia uma anomalia nas
unidades de terceira ordem. Em um sistema posicional puramente vigesimal, o

numeral

e |
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corresponderia ao numero 4.875 =12 x 202+ 3 x 20 + 15, porém, para 0s maias, esse
numeral representava o numero 4.395 = 12 x 20 x 18 + 3 x 20 + 15. Acontece que 0s
maias realizaram grandes avanc¢os no campo da astronomia e 20 x 18 = 360, que era
aproximadamente o nimero de dias do ano maia’. Assim, o sistema de numeracéo
maia se adaptava ao sistema de contagem do tempo desenvolvido por esta
civilizacdo. Porém, o preco a ser pago por isso foi bastante caro, pois o sistema de
numeracao maia deixava de ter as propriedades que permitiriam a esse povo efetuar,
com simplicidade, os calculos aritméticos. Assim, embora tenham verdadeiramente
inventado um simbolo para o vazio, portanto um zero, 0s maias nao foram capazes
de transforméa-lo em um operador aritmético e ndo chegaram a concebé-lo enquanto
namero.

Deixemos agora a incrivel civilizagdo maia para falarmos do sistema de
numeracdo desenvolvido pelos ndo menos excepcionais povos que habitaram a
cobicada regido da Mesopotamia.

Tais povos desenvolveram um sistema de numeragéo posicional sexagesimal
(base sessenta). O porqué de esses povos terem adotado uma base de valor tao
elevado talvez nunca seja completamente esclarecido, mas ha diversas hipoteses que
tentam justificar essa escolha. Uma delas diz respeito ao fato de que 60 € multiplo dos
seis primeiros nimeros inteiros e outra supde que essa base seria fruto da elaboracao
cientifica ocorrida ap6s a conjuncao de dois povos, um com sistema de numeracgao
decimal e outro apoiado na base doze e, sendo sessenta 0 MMC entre 10 e 12, este
valor acabou por ser adotado como base.

Contudo, a hip6tese que nos parece mais provavel é aquela defendida por
Georges Ifrah, de que, antes da dominacao suméria da Baixa Mesopotamia, esta
regido ja era habitada e uma das duas culturas, os nativos ou 0s estrangeiros, adotava
a base cinco para seu sistema de numeracgao, enquanto o sistema de numeracao da
outra repousava sobre a duzia. De fato, € possivel contar uma dldzia com apenas uma

mao, utilizando as doze falanges e o polegar como contador. Esta técnica é ainda hoje

7 “Este sistema tinha o ‘dia’ como unidade de base e contava com um ano de aproximadamente 360 dias para a
facilidade dos calculos. O tempo decorrido a partir da era maia era avaliado em kins (ou ‘dias’), em uinals (ou
‘meses’ de 20 dias) e em tuns (ou ‘anos’ de 360 dias); depois em katuns (ciclos de 20 ‘anos’), em baktuns (ciclo
de 400 ‘anos’), em pictuns (ciclos de 8000 ‘anos’), e assim por diante, em ciclos vinte vezes maiores a cada vez”
(IFRAH, 2005, p. 256). Este era o sistema de contagem longa do tempo efetuado pelos maias. Paralelamente a
ele os maias possuiam dois calendarios um ritual de 260 dias e outro conhecido como Haab, que possuia 365
dias e era constituido por 18 “meses” de 20 dias e mais cinco dias designados pelo termo Uayeb (que significa “o
qgue ndo tem nome”).
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utilizada no Egito, Siria, Iraque, Ird, Afeganistdo, Paquistdo e em certas regides da

india e esta ilustrada na figura abaixo.

llustragao 7
Contando uma duzia com uma Unica mao.
IFRAH, Georges. Historia universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo cdlculo. Rio
de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 188.

Agora, se para cada duzia contada utilizando a mao direita levantamos um dedo

da méo esquerda, chegamos a 12 x 5 = 60, como é mostrado na llustracdo 8.

MAO ESQUERDA MAO DIREITA

CONTAGEM

DAS FALANGES
PELO POLEGAR
OPOSTO, CADA
UMA VALENDO
UMA UNIDADE

CONTAGEM

DOS DEDOS, sa
CADA UM VALENDO
UMA DUZIA

llustracdo 8
Contando até sessenta utilizando as duas maos.

IFRAH, Georges. Os niimeros: a histéria de uma grande invengdo. 11. ed. Sdo Paulo: Globo, 2005. p 71.

A hipotese levantada por Ifrah nos parece mais provavel que as outras, visto
gue da uma explicacao antropomorfica, portanto mais concreta, para a origem da base
sexagesimal, assim como a que pode ser utilizada para explicar o uso por diversos

povos de certas bases como a quinaria (Qquantidade de dedos de uma méao), a decimal
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(quantidade de dedos das duas méos), a duodecimal (quantidade de falanges nos
dedos de uma mao, excluido o polegar) e a vigesimal (quantidade de dedos das méaos
e dos pés reunidos). Além disso, ha evidéncias do uso da base cinco na formacao dos
nomes dos numeros 6, 7 e 9 na lingua suméria.

Um sistema com uma base tdo elevada traz consigo a desvantagem de
sobrecarregar a memaria, pois se torna necessario gravar uma grande quantidade de
algarismos. Entretanto os mesopotamicos souberam muito bem como contornar esse
problema. A saida encontrada por eles foi, assim como o fizeram os chineses e maias,
representar os nimeros de 1 a 59 através de um sistema de numeracéo do tipo aditivo,

nesse caso decimal. Assim, 0s Unicos algarismos desse sistema de numeracao eram

0S simbolosY, representando a unidade, e < representando a dezena, 0s quais
eram feitos por meio de marcas em tabletes de argila. A llustragdo 9 mostra como

ficava a representacao de alguns dos numeros de 1 a 59 no sistema mesopotamico.

(3]

i AAAHBMEH QI

ou % ou 4§\(*) 39 %{%
o &7

“ &R
ou ({é 52 éw
ou 4@ 55 éW
(*) Notagdes abreviadas empregadas na 39 é%
Baixa-Epoca.

llustragao 9
Representagdo de alguns nUmeros menores que sessenta no sistema mesopotamico.
IFRAH, Georges. Histdria universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo cdlculo. Rio

10
20

30

40

50

de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 297.
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A partir de sessenta, o sistema de numeracdo mesopotamico passa a ser
posicional, e numeros como 5.569 = 1 x 602 + 32 x 60 + 49 = (1; 32; 49)e0, S0

representados como segue.

T <77 X

Esse sistema padece do mesmo problema dos anteriores devido a forma como
sao constituidos seus algarismos. Assim, diferenciar nele nimeros como 2 e 61 nem
sempre era facil. As vezes isto era feito aumentando a distancia entre os algarismos

como mostrado abaixo.

 Tr

2 61
Todavia, essa distingdo nem sempre ficava clara para o leitor. Além disso, por
muito tempo 0s mesopotamicos usaram o principio de posicdo sem terem ainda
inventado o zero, 0 que, como ja sabemos, causa uma série de confusées.
Uma das primeiras formas encontradas pelos mesopotamicos para tentar
contornar o problema do aparecimento de ordens de unidades vazias, como ocorre
em numeros como 14.415 = (4; 0; 15)e0 foi deixar um espaco vazio para demarcar a

auséncia de unidades de uma determinada ordem, como exemplificamos abaixo.
4 0 15

Mas, como se pode constatar facilmente através do exemplo acima, essa
solucédo esta longe de resolver o problema das ambiguidades, pois ao invés de
interpretar o numeral acima como 14.415, alguém poderia simplesmente entender que
se tratavam dos nimeros 4 e 15. Além disso, como representar, através deste método,
0s numeros 864.015 = (4; 0; 0; 15)s0 ou 15.300 = (4; 15; 0)so.

Esse problema so6 foi superado por volta do século 11l a.C., com a introdugéo de
simbolos, como os mostrados adiante, para representar as ordens de unidades

vazias. Estava criado assim o primeiro zero da historia.

4 - &

llustragao 10
Representacdes do nimero zero utilizadas pelos sabios mesopotamicos.
IFRAH, Georges. Historia universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e pelo cdlculo. Rio
de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. v. 1. p 297.
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Tais simbolos passaram a ser usados em posi¢cdo média nos numerais escritos
nesse sistema de numeracao, sendo que apenas 0s astrbnomos registravam seu uso
no final dos numerais.

Embora os mesopotamicos tenham de fato criado um zero operacional, nunca
chegaram a enxerga-lo como um numero representando o vazio.

Tracos desse sistema de numeracado se conservam até hoje na contagem do

tempo ou na medicdo de angulos.

1.5 ORIGEM DOS ALGARISMOS INDO-ARABICOS
Na secdo anterior, comentamos que apenas quatro povos conseguiram

conceber o principio de posicdo: mesopotamicos, maias, chineses e hindus. Dissemos
ainda que o SNPD utilizado hoje € herdeiro deste Ultimo sistema de numeracao.
Assim, o sistema de numeracéo atual em nada difere do hindu, exceto pela forma dos
algarismos.

Os algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 € 9, que nos parecem hoje tao familiares,
tiveram sua origem na india e chegaram a Europa por meio dos arabes. Depois de
difundidos nesse continente, os europeus acabaram por espalhar seu uso pelo
restante do mundo. Obviamente a forma desses algarismos sofreu profundas
alteracdes ao longo do tempo, de modo que os algarismos originais pouca lembranca
nos trazem daqueles que utilizamos hoje. Esses algarismos, contudo, so tiveram sua
forma estabilizada com o advento da imprensa. A llustracdo 11 nos d4 uma ideia da

evolucao dos algarismos indo-arabicos.

Evolution of Hindu-Arabic numerals ‘ —=F >4 P|
— Ea; 1st century ce
N238YLI2Y G o
I l Indian {Gwaliar), 9th century
12256289 [IFFFoYYATY) RRIBYICWTLq
West Arabic (Gobar), c. 11th century East Arabic, c. 11th century Sanskrit Devanagari, Indian,

c. 11th century

Y
‘rZ 3R4¢ 0’*’\890‘
15th century

'
1234567890

16th century (Direr) 2006 Encyelopzdia Britannica, Ine.

llustragao 11
Imagem retirada do site da Enciclopédia Britanica
representando a evolugdo dos algarismos indo-arabicos.

Disponivel em: <http://www.britannica.com/EBchecked/media/85041/Evolution-of-Hindu-Arabic-numerals>.
Acesso em: 07 fev. 2013.


http://www.britannica.com/EBchecked/media/85041/Evolution-of-Hindu-Arabic-numerals
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Contudo, esta é uma forma bem resumida de contar essa histdria que, na
verdade, durou varios séculos. Vamos, entdo, conhecer mais alguns detalhes dessa
histéria.

Os mais antigos exemplos de nossos atuais simbolos numéricos encontram-
se em algumas colunas de pedra erigidas na india por volta do ano 250 a.C.
pelo rei Acoka. Outros exemplos primitivos na india, se corretamente
interpretados, encontram-se em registros talhados por volta do ano 100 a.C.
nas paredes de uma caverna numa colina perto de Poona e em algumas

inscricdes de por volta do ano 200 d.C., gravadas nas cavernas de Nasik
(EVES, 2004, p. 40).

Ao estabelecerem contato com os hindus, os arabes logo perceberam as
vantagens desse novo sistema de numeracao e passaram a adota-lo a partir do final
do século VIII.

N&o se sabe exatamente quando, nem como o0s algarismos indo-arabicos
chegaram a Europa. Provavelmente mercadores e viajantes do mar Mediterraneo
adquiriram esse conhecimento através das relagcdes comerciais que estabeleciam
com os arabes. Também as Cruzadas e a invasao dos mouros na Espanha devem ter
contribuido para a introducdo dos novos algarismos na Europa. Sabe-se, contudo,
gue, ao contrario dos arabes, 0s europeus mostraram-se bem mais resistentes a
adocdo do novo sistema®.

Dois parecem ser 0s principais fatores que ocasionaram essa resisténcia por
parte dos europeus. O primeiro deles, de cunho religioso, pois encontramo-nos no
final da Idade Média, e os arabes muculmanos séo vistos como infiéis, e o islamismo
como obra do demdnio, assim, qualquer conhecimento adquirido por meio deles
ganhava uma conotacdo diabdlica. O outro, de cunho socioeconémico, pois, na
Europa desta época, os célculos eram ainda realizados utilizando o inadequado
sistema de numeracdo romano com o auxilio do &baco®. Assim, formou-se um

pequeno grupo de calculadores, que sobreviviam fazendo contas para o restante da

8 “Quando se viram diante da numeracio e dos métodos de célculo vindos da india, os arabes tiveram suficiente

presenca de espirito para apreciar suas vantagens, reconhecer sua superioridade e adota-los. Ao contrario, os
cristdos da Europa ficaram tdo agarrados a seus sistemas arcaicos e foram tdo reticentes diante da novidade que
foi preciso esperar durante séculos até que o triunfo do ‘algoritmo’, como era entdo denominado o calculo
escrito, fosse finalmente total e definitivo” (IFRAH, 2005, pp. 303-304).

% “Conta-se que um rico mercador da Idade Média, suficientemente rico para dar uma instrucio comercial a seu
filho, foi um dia consultar um eminente especialista para saber a qual instituicdo confiar o jovem. A resposta do
profissional parecerd certamente espantosa ao homem médio do século XX: ‘Se vocé se contenta em fazé-lo
aprender a pratica das adigdes e subtra¢des, qualquer universidade alema ou francesa resolverd o problema;
mas, se vocé faz questdo de que a instrugao de seu filho chegue a multiplicagdo ou a divisdo (se ele for capaz de
aprender isto!), entdo serd preciso manda-lo para as escolas italianas” (IFRAH, 2005, p. 304).
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populacao, ou que tiravam vantagem daqueles que eram leigos neste assunto e que,
portanto, ndo tinham interesse na difusdo deste conhecimento através de um sistema
que permitisse a0 homem comum ter acesso a um metodo préatico e facil para a
realizacdo dos célculos.

Assim, na Europa, travou-se uma batalha entre abacistas, aqueles que
defendiam o célculo com o 4baco através do obsoleto sistema de numeracdo romano,
e algoristas, aqueles que defendiam o algoritmo*°, como ficou conhecido, na Europa
da época, o novo sistema de calculo escrito. O termo “algoritmo” e o proprio termo
“algarismo” s&o corruptelas do nome do matematico arabe al-Khowarizmi
(aproximadamente 780-850), o qual escreveu importante obra na qual explicava o
funcionamento do novo sistema de numeracao.

No inicio do século XIlll, surge outro matematico que contribuiu grandemente
para a difusdo do sistema de numeracéao hindu. Desta vez, tratava-se de um europeu,
o ilustre matematico renascentista Leonardo de Pisa (c. 1175-1250), mais conhecido
como Fibonacci, o qual, assim como al-Khowarizmi, escreveu uma obra chamada
Liber abaci, na qual explicava as regras de célculo com os algarismos indo-arabicos.

Isto resume a histéria desses algarismos, mas o0 que tém eles que os torna
melhores que os algarismos adotados por outras civilizagdes do passado?

Acontece que os algarismos indo-arabicos estéo longe de fornecer a mais vaga
ideia dos numeros que representam. Tivéssemos nos aprendido desde a mais tenra
infancia que o simbolo 5 representa 0 numero seis e que o simbolo 6 representa o
namero cinco e isso em nada afetaria o funcionamento do SNPD. Diferentemente dos
sistemas precedentes, a forma desses algarismos ndo permite o aparecimento de
ambiguidades como as que ocorriam nos sistemas chinés, maia e mesopotamico e
gue foram bem exemplificadas na sec¢éo anterior.

Assim foi escrita uma histéria de milénios que culminou com o aparecimento do
atual SNPD, o qual se impds em todas as partes do mundo contemporaneo, tanto por
suas incriveis potencialidades na representacdo dos niumeros quanto na realizacao

dos calculos.

10 Hoje o termo algoritmo é utilizado em uma acepc¢do mais ampla como o conjunto de passos ou instrucdes para
se resolver um problema.
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1.6 SUGESTOES DE ATIVIDADES

A Historia da Matematica, além de ser naturalmente atrativa e curiosa, € um
vasto campo de pesquisa que pode ser utilizado pelo professor para estimular o
interesse dos alunos.

Pesquisando fatos historicos o aluno se depara com a necessidade de
aprimorar seus conhecimentos em assuntos proprios da area do conhecimento a que
esses fatos se referem, neste caso, a Matemética.

Quando vistos a partir de uma perspectiva historica, até mesmo os contetudos
mais aridos parecem ganhar vida, passando a ganhar significado para o aluno.

Aqui o professor tem muitas possibilidades para conduzir o aluno até o mundo
da pesquisa, desenvolvendo nele a autonomia, estimulando sua curiosidade e
independéncia na busca do conhecimento.

Pode-se solicitar que pesquise a histéria de grandes matematicos do passado
gue se envolveram com a difusdo do sistema de numeracédo indo-ardbico, como
Fibonacci ou al-Khowarizmi, ou ainda, em uma atitude interdisciplinar, pedir que
pesquise um pouco da historia e da cultura das grandes civilizagbes do passado,
buscando conhecer melhor que tipo de conhecimento mateméatico foi produzido por
tais povos.

O professor desejoso de uma pesquisa mais voltada para o conhecimento
matematico trabalhado neste capitulo poderia pedir ao aluno que pesquisasse um
pouco mais sobre a classificacdo dos sistemas de numeracdo, indicando
evidentemente as fontes nas quais o aluno poderia se debrucar na pesquisa de tal
assunto.

Outra pesquisa interessante, relacionada ao conceito de base de um sistema
de numeracéo, consiste em propor que 0s alunos pesquisem quais foram as bases
mais utilizadas ao longo da histdria, quais povos as utilizaram e qual a razao de terem
sido tomadas ao invés de outras.

Desenvolver nos alunos o espirito pesquisador € algo salutar para o proprio
aluno e para a sociedade como um todo, e ensina-los a filtrar as informac¢des numa
era em que 0 acesso a elas é gigantesco é extremamente importante e € um dos

papéis do professor que ndo deve ser, de forma nenhuma, olvidado.
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CAPITULO 2

SISTEMAS POSICIONAIS

Neste capitulo, trataremos de algumas das principais aplicacdes dos sistemas
de numeracdo. Mostraremos também quais procedimentos devemos adotar para
mudar a base utilizada na representacdo de um nimero quando este esta expresso
em um sistema de numeracao posicional. Para as mudancas do SNPD para sistemas
posicionais ndo decimais serdo abordados dois métodos diferentes: o diagrama de
pontos e as divisbes sucessivas. Fazemos, ao final do capitulo algumas

consideracOes a respeito da extensédo dos numerais.
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2.1 APLICACOES

Quando falamos em sistemas de numeracao nao decimais, um dos primeiros
sistemas de numeragao que nos vem a mente €, sem sombra de duvida, o sistema de
numeracdo binario. Pelo menos duas razfes contribuem para isso: o fato de ser a
base dois, que constitui esse sistema, a menor base com a qual € possivel construir
um sistema de numeracao e as aplicacdes desse sistema de numeracédo a informética,
que é uma area do conhecimento que revolucionou o estilo de vida do homem
moderno.

O primeiro a estudar o sistema binario de maneira mais profunda foi o
matematico e filésofo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), que nasceu em Leipzig,
atual Alemanha. Leibniz é também muito conhecido pelo clima de disputa que se criou
entre ele e Isaac Newton (1642-1727), pela primazia da invencao do célculo diferencial
e integral, cujas bases foram, na verdade, descobertas por ambos quase que
simultaneamente e de maneira independente.

Uma informacdo pode ser representada tanto de maneira analdgica quanto
digital. Contudo, uma informacao representada analogicamente estd mais sujeita a
interferéncias. Os computadores trabalham com dados digitais, o que, além de
minimizar as possibilidades de erros, torna-os mais velozes no processamento desses
dados. Assim, um circuito utiliza apenas dois niveis de tensdo bem definidos um
BAIXO e outro ALTO. Entra em cena, entdo, uma caracteristica importante do sistema
de numeracao binario, que € o fato de que qualquer nimero é nele representado como
uma sequéncia de apenas dois algarismos, 0 e 1, os quais podem ser associados aos
dois niveis de tensdo antes mencionados.

A computacao e a eletrbnica digital s6 sédo possiveis gragas ao sistema binario
e a adlgebra booleana'!, a qual permite a realizacéo de operacdes l6gicas e aritméticas
utilizando apenas dois estados (sim e ndo, verdadeiro e falso, ou, neste caso, zero e
um).

Um digito binario recebe o nome de bit (contracdo de binary digit) e oito bits
reunidos formam o que chamamos de byte (do inglés binary term). Logo, um byte &
um numeral binario de oito algarismos. A importancia do byte reside no fato de o

cédigo ASCIl (sigla em inglés para American Standard Code for Information

11 0 matematico inglés George Boole (1815-1864) acreditava que o carater essencial da Matemética reside em
sua forma e ndo em seu conteudo. No livro Investigations of the Laws of Thougth (InvestigacGes das Leis do
Pensamento), langcou os fundamentos da algebra cujo nome deriva do seu.
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Interchange, que significa Codigo Padrdo Americano para o Intercambio de
Informacao) utilizar um total de sete bits para a representacéo de caracteres mais um
bit para deteccéo de erros. Este codigo, desenvolvido na década de 60, e que serve
de base para grande parte das codificacdes de caracteres modernos, consiste de 128
caracteres, dos quais 33 ndo podem ser impressos, sendo alguns destes ainda
utilizados como caracteres de controle e outros ja obsoletos. Note que, com 7 bits, é
possivel codificar em binario exatamente 128 caracteres, pois 2’ = 128. No
APENDICE A encontramos uma tabela contendo os 95 caracteres imprimiveis e seus
codigos em decimal e em binario.

Outro sistema de numeracédo que também ganhou destaque devido as suas
aplicacbes no campo da informética € o sistema de numeragdo hexadecimal (base
16). Esse sistema parece também ter sido utilizado pelos chineses em seu sistema de
pesos e medidas. Evidéncias desse fato podem ser encontradas no dbaco chinés, o
suan pan, o qual adequa-se perfeitamente ao sistema de numeracédo hexadecimal.

A importancia do sistema hexadecimal para a informatica deve-se,
principalmente, a dois fatores: ele permite representar os nimeros de maneira mais
compacta que o sistema binario e um nimero representado no sistema binario pode
ser facilmente convertido para o hexadecimal e vice-versa. Na verdade, utilizando o
sistema hexadecimal pode-se representar um byte utilizando-se apenas dois
algarismos, conforme estd demonstrado no APENDICE B. Por exemplo, para
especificar um endereco numa memoria de 4 GB s&do necesséarios 32 bits. E muito
mais facil, portanto, representar esse endereco com apenas 8 algarismos em
hexadecimal*?.

Outro sistema que também possui aplicacdes na area da informatica, pelas
mesmas razfes que o sistema hexadecimal, é o sistema octal (base 8). Contudo, esse
sistema é utilizado com menos frequéncia.

Para finalizar nossa discussdo sobre as aplicacbes dos sistemas de
numeracao, resta-nos falar sobre nosso atual sistema de contagem do tempo.
Estamos tdo acostumados com ele que, muitas vezes, ndo nos damos conta de que
ele funciona, na verdade, baseado em um sistema de numeragéo sexagesimal. Ora,
a uma hora correspondem 60 minutos (min) e a um minuto correspondem 60

segundos (s). Temos ai a clara presenca da base sessenta. Mas 0 sistema

12 Exemplo retirado do livro “Sistemas Digitais: fundamentos e aplicacdes” de Thomas L. Floyd.
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sexagesimal ndo se limitou a contagem do tempo, esta presente ainda hoje na unidade
utilizada para medir angulos conhecida como grau. Nesta situacdo, temos um grau
correspondendo a 60 minutos (') e um minuto correspondendo a 60 segundos (7).

Notemos ainda que até as operacdes aritméticas referentes ao tempo sao feitas
utilizando-se a base 60. Assim, se tenho uma reunido as 17 h e agora sao 15 h 47 min,
entdo sei que, se meu Onibus leva cerca de 45 min para conduzir-me até o meu
destino, terei que somar 15 h 47 min + 45 min = 16 h 32 min, e chegarei a tempo.
Essa é, evidentemente, uma soma realizada no sistema sexagesimal, ao contrario da
soma decimal que nos forneceria o resultado 15 h 92 min, que, embora correto, nédo
nos transmite uma informacao clara a respeito do horario.

Assim, podemos afirmar que todos nos, mesmo que de forma bastante
rudimentar, temos contato, desde pequenos, com pelo menos um outro sistema de

numeracao que nao é decimal, ou seja, 0 sistema sexagesimal.

2.2 MUDANCA DE BASE

Esta secdo apresenta os algoritmos necessarios para que possamos efetuar a
conversdo de numeros expressos no SNPD para outros sistemas de numeracao
posicionais, bem como o inverso, isto €, a conversao de nimeros expressos em outras
bases para o SNPD. A justificativa para os procedimentos que abordaremos sera
motivada pela utilizacdo do diagrama de pontos, que apresentamos na primeira parte
desta secdo. A seguir apresentaremos o método das divisdes sucessivas e, por fim,
meétodos para conversao de numeros expressos no sistema binario para os sistemas
hexadecimal e octal e vice-versa.
2.2.1 Diagrama de Pontos

Para melhor compreendermos o funcionamento dos sistemas de numeracgao
posicionais vamos pensar na representacdo dos numeros, usando o que chamaremos
de diagrama de pontos.

Observe, por exemplo, a nuvem de pontos dada na llustracao 12.
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llustragao 12
Grupo de 49 pontos dispersos.

Como ja sabemos, sem efetuar a contagem, ndo nos é possivel descobrir
guantos pontos fazem parte da figura acima. Contudo, depois de efetuar corretamente
a contagem, podemos afirmar que ha 49 pontos nessa figura.

Mas, embora tenhamos representado essa quantidade de pontos por um 4
seguido de um 9, observamos que nao ha, nesta nuvem de pontos, 0 menor vestigio
das quantidades representadas por esses dois algarismos. Por que entdo esta
quantidade de pontos esta sendo representada por um numeral constituido desses
algarismos?

A resposta é dada pelo Diagrama 1.

Diagrama 1
Representacdo de 49 pontos agrupados em dezenas.

Temos ai 49 pontos, ndo mais dispersos, mas agrupados de dez em dez,
facilitando a contagem. Vemos, agora, claramente, o porqué da escolha dos
algarismos 4 (quatro dezenas) e 9 (nove unidades).

Mas por que a escolha do numero dez para realizar os agrupamentos? Ora, ela
€ totalmente aleatdria, ou seja, nada nos impede de fazermos outra escolha, e é o que
faremos.

Observe agora como fica o diagrama de pontos quando realizamos o0s

agrupamentos de 8 em 8.
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Diagrama 2
Representacdo de 49 pontos agrupados de 8 em 8.

No Diagrama 2, o numeral 49 deixa de ser adequado para representar o modo
como os pontos foram agrupados, sendo 61 uma representacdo mais coerente, pois
temos ai 6 octetos e 1 unidade.

O que fizemos, na verdade, foi representar o nimero 49 em um sistema de
numeracao octal. Note que o numero que escolhemos para realizar os agrupamentos
€ precisamente a base do sistema de numeracdo. Assim, para evitar ambiguidades a
respeito da base utilizada, deixaremos a mesma subscrita ao numeral, exceto no caso
da base 10 ou quando nao houver perigo de confuséo sobre qual base esta sendo
utilizada. Assim, o nimero 49 expresso no sistema de numeracao posicional octal sera
indicado por 61s, ou simplesmente por 61, quando ndo houver risco de confuséo.

Veja, no Diagrama 3, como fica a representacdo dos pontos da llustracdo 12

Diagrama 3
Representac¢do de 49 pontos agrupados de 9 em 9.

na base 9.

Agora, o numeral adequado passa a ser 549, ou seja, 5 grupos de nove mais 4
unidades. Note que o mais adequado € pronunciar “cinco, quatro” e ndo “cinquenta e
quatro”, pois se trata da quantidade 49 expressa na base nove e ndo do numero 54
expresso na base dez. O termo cinquenta € adequado apenas para o sistema decimal,
pois nos remete a cinco dezenas, ou seja, a cinco grupos de dez, que ndo é o que

temos nesse caso.
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Continuemos ainda observando representacfes do nimero 49 em outras bases

através do diagrama de pontos. Para tanto, vejamos a llustracdo 13.

X

llustragao 13
Representacdo de 49 pontos agrupados de 5 em 5.

Nela, os 49 pontos foram agrupados em 9 quintetos, restando ainda 4 pontos.
Alguém que ainda ndo tenha compreendido muito bem como funcionam os sistemas
de numeragcdo posicionais seria tentado a acreditar que 49 =945, e € 0 que
frequentemente fazem os alunos quando explicamos para eles que podem formar
numerais utilizando outras bases que nao a decimal e fornecemos apenas exemplos
como os dos Diagramas 1, 2 e 3. Este raciocinio €, alias, muito natural, uma vez que
nao foi feita qualquer mencao a duas regras que impedem representacdes desse tipo.
Essas regras sao:

R1. Em um sistema de numeracdo posicional, todos os algarismos valem

menos do que a base.

R2. Na montagem de um diagrama de pontos que representa um namero em

um sistema de numeracao posicional de base b, a quantidade de vezes que um

tipo de grupo aparece isolado deve ser sempre inferior a b e, caso haja algum
grupo aparecendo b vezes ou mais, b desses grupos devem ser reunidos em
um novo tipo de grupo.

Quando R2 é obedecida, a llustracdo 13 ganha o aspecto do Diagrama 4.

Diagrama 4
Representacdo de 49 pontos agrupados e reagrupados de 5 em 5.
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Temos, no Diagrama 4, além dos pontos isolados, dois tipos de grupo, 0s
circulares e os quadrados. Note que todos eles representam poténcias de 5, conforme

indicado abaixo.

5 = 25pontos

5! = 5pontos

. 5% = 1ponto

llustragao 14
Grupos formados quando agrupamos pontos
de 5 em 5 até as unidades de terceira ordem.

No numeral formado a partir do Diagrama 4, cada algarismo deve indicar a
guantidade de vezes que cada um desses grupos aparece isoladamente (isto €, fora
de outros grupos) na ordem decrescente do valor dos grupos da esquerda para a
direita. Assim, o numeral quinario (base 5) que o Diagrama 4 representa € 144s, ja
que ha 1 quadrado, 4 circulos isolados e 4 pontos isolados. Note que, obedecendo R2
na constru¢do do diagrama, R1 é automaticamente satisfeita na representacdo do
numeral, ou seja, ndo h& nele algarismos maiores do que ou iguais a 5.

Assim, 1445=1x5%+4 x5+ 4 x5%°=25+ 20 + 4 = 49. Perceba que isto é
exatamente o que acontece com 0s numeros representados no SNPD. O numero
5.739, por exemplo, é constituido por 5 milhares (1000 = 10%), 7 centenas (100 = 10?),
3 dezenas (10 =10Y) e 9 unidades (1 =109, ou seja,
5.739=5x10%+ 7 x 10% + 3 x 10* + 9 x 10°.

E assim, alids, que convertemos um nimero expresso em outras bases para o
SNPD. Damos aqui mais um exemplo convertendo o nimero 13214 para o SNPD.

Como o0 numero em questdo esta expresso na base 4, cada algarismo sera
multiplicado pela poténcia de 4 conveniente e a seguir os resultados serdo somados,
isto €,

13214=1x43+3x42+2x4 +1x4°
13214=1x64+3x16+2x4+1x1
13214=64+48+8+1
13214 =121.

Logo 13214 representa o numero 121 no sistema quaternério (base 4).
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Voltemos ao numero 49. Quando representado no sistema ternario, este
namero passa a ser expresso pelo numeral 12113, cuja representagdo através do

diagrama de pontos é dada abaixo:

LN

Diagrama 5
Diagrama de pontos representando o nimero 49 no sistema ternario.

No sistema ternario esse nimero é expresso por meio de quatro algarismos. O
primeiro, da esquerda para a direita, indica a quantidade de trios de trios de trios, ou
seja, 33. No sistema decimal, esse algarismo seria chamado simplesmente de
algarismo dos milhares, porém, nesse caso, esta terminologia ndo é adequada por
fazer referéncia direta ao SNPD, assim como trios de trios de trios ndo é uma boa
terminologia por razdes Obvias. Precisamos, portanto, estabelecer aqui uma
nomenclatura adequada para indicar a posicdo ocupada por determinado algarismo
no numeral, j& que isto é importante quando se trabalha com sistemas posicionais.
Assim, diremos que é de ordem n ou de n-ésima ordem o algarismo que, da direita
para a esquerda, ocupar a n-ésima posicdo. Logo, no numeral 12113, temos 2
unidades de terceira ordem ou 2 unidades de ordem 3. Quanto aos algarismos de
primeira ordem ou ordem 1, poderdo ser também denominados simplesmente como
unidades, ja que ndo ha inadequacéo da linguagem neste caso.

Observar 0 numero 49 expresso na base 4 pode ser ainda bastante instrutivo.

Veja o Diagrama 6.

DO OO
DO RO

DO
DO

Diagrama 6
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Diagrama de pontos representando o nimero 49 no sistema quaternario.

Apo6s olhar para este diagrama, muitos alunos sédo tentados a representar o
namero 49 no sistema quaternario (base 4) através do numeral 31, porém o
observador mais atento notara a auséncia de circulos fora dos quadrados, ou seja,
que ndo h& unidades de segunda ordem, ou melhor ainda, que h& 3 unidades de
terceira ordem (quadrados), 0 unidade de segunda ordem e 1 unidade de primeira
ordem. Assim, o aluno perspicaz percebera que 49 = 3014, e ndo 314, como poderia
pensar um aluno menos atento.

Nota-se, através desse exemplo, o papel fundamental desempenhado pelo
namero zero na garantia do bom funcionamento dos sistemas de numeracao
posicionais. Neste exemplo, o numeral 314 corresponde, na verdade, ao numero 13,
pois 314=3 x4 +1=13.

Uma base que fornece um aspecto bastante curioso ao niumero 49 é a base 7,
pois, nesse sistema de numeracéo, 49 = 1007, ou seja, na base sete, 49 € um numero
‘redondo”, o que derruba completamente o mito de que a base dez poderia ter sido
escolhida por gerar numerais melhores, ou seja, redondos. O que faz com que o
namero 49 ganhe este aspecto arredondado quando escrito na base 7 € o fato de que

49 = 72, Veja o Diagrama 7.

Diagrama 7
Diagrama de pontos representando o nimero 49
em um sistema de numeracdo de base 7.

Percebe-se ai a auséncia, tanto das unidades de segunda ordem, quanto das
de primeira ordem, estando todos os 49 pontos contidos em um Unico retangulo que
representa as unidades de terceira ordem.

E curioso observar, por exemplo, que o nimero dez nédo tem o privilégio de ser
representado por 10, ou seja, um 1 seguido de um 0. Esta é a representacdo de
qualquer base nela mesma. Em binario, 2 = 102, em ternéario, 3 = 103, em quaternario,

4 =104, em quinario, 5 = 105, enfim, na base b, b = 10,.
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Este fato que pode, a priori, nos surpreender é, na verdade, evidente, afinal, b
na base b, consiste em 1 grupo de b unidades e 0 unidade restante.

Por outro lado, o nimero dez ndo possui este aspecto quando representado
em outras bases. Assim, 10 = 10102 = 1013 = 224 = 137, ou seja, apresenta-se sob
formatos bem menos simpaticos.

Por fim, resta-nos ilustrar um altimo caso, o qual s6 ocorre quando lidamos com

bases maiores que a base 10. No Diagrama 8, os 49 pontos foram agrupados 13 a

13.

Diagrama 8
Representacdo de 49 pontos agrupados de 13 em 13.

Nele, observamos claramente que ha trés unidades de segunda ordem e dez
unidades de primeira ordem, contudo, representar 49 como 31013 é, certamente, um
equivoco, pois tal numeral indica a auséncia de unidades, o que é falso, pois, no
Diagrama 8, ha pontos isolados.

O problema é que o numero dez é representado, no SNPD, por dois algarismos.
Logo, é preciso deixar claro que esses dois algarismos estdo expressando o nimero
10 e representando unidades de uma mesma ordem ou € preciso criar um novo
simbolo para representar o nimero dez.

Assim, uma forma de representar o numero 49 na base 13 seria através do
numeral 3(10)13, no qual os parénteses indicam que o numeral dentro deles esta
expresso no SNPD e representa as unidades de uma mesma ordem.

Outra forma, que é mais usual, € a utilizacdo das letras do alfabeto, geralmente
em caixa alta, associada aos valores maiores ou iguais a 10. Assim, tira-se proveito
do fato de que as letras do alfabeto aparecem sempre em uma ordem preestabelecida
e faz-se A=10, B=11, C =13, D = 14 e assim por diante. Note que, adotando este
procedimento, a quantidade de algarismos utilizada para representar 0s nimeros em

uma base b é precisamente b, pois todo natural (incluindo o zero) menor do que b
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precisa ser representado por um unico algarismo e, por R1, ndo deve haver algarismos
especificos nem para b, nem para nimeros maiores do que b. Deste modo, por
exemplo, na base 13, os algarismos séo 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A, Be Ceonumero
49 = 3Aa1s.

Note que, para expressar um numeral como 2D5E1s no SNPD, devemos efetuar
a multiplicacdo da poténcia de 15 adequada pelo valor do algarismo (que pode ser
uma letra) correspondente. Assim,

2D5E15 =2 x 153+ 13 x 152+ 5x 15 + 14 x 15°
2D5E15=2x3.375+13x225+5x15+14x 1
2D5E15 = 6.750 + 2.925 + 75 + 14
2D5E15 = 9.764.

Isto encerra a explicacdo dos procedimentos para a conversao de nameros
expressos em outras bases para a base 10, embora uma justificativa mais rigorosa
deste procedimento venha a ser dada mais adiante pelo TEOREMA 1 do Capitulo 3.
2.2.2 Divisdes Sucessivas

Na primeira parte desta se¢do vimos como converter niumeros de outros
sistemas posicionais para o SNPD. Embora o inverso, quer dizer, expressar em outras
bases numeros escritos na base 10, possa ser feito por meio do diagrama de pontos,
este método ndo € o0 mais conveniente, especialmente quando precisamos
representar nameros elevados em bases pequenas. Veja, por exemplo, no

Diagrama 9, a representacdo do numero 436 no sistema ternario.
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Diagrama 9
Diagrama de pontos representando o nimero 436 no sistema ternario.
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Observando o Diagrama 9 podemos concluir que o numeral nele representado
é 1210113, mas as chances de cometer erros na montagem, ou mesmo na
interpretacéo desse diagrama sao elevadas.

Por conta disto, vamos mostrar outro método de conversao da base dez para
outras bases. Este método, que sera chamado de método das divisbes sucessivas, €,
na verdade, o mais utilizado e consiste em efetuar a divisdo inteirado numero dado
na base dez pela base b do novo sistema de numeracao; tomar o quociente da
divisdo e dividi-lo também por b, repetindo este processo até que o quociente
obtido torne-se menor do que b; feito isto, tomam-se o ultimo quociente e o0s
restos obtidos em cada uma das divisdes, escrevendo-os, da esquerda para a
direita, na ordem inversa de seu aparecimento ao longo do processo.

Este processo esté ilustrado abaixo por meio da conversao do nimero 436 para

0 sistema ternario.

16 |3
@ 5 ET
2) Logo 436 = 121011,

Visto desta maneira é dificil compreender como esta regra pratica pode nos

fornecer o resultado correto. Faremos, entretanto, as divisbes uma por uma,
verificando seu significado na constru¢cao do numeral a partir do diagrama de pontos.
Alids, este é o grande mérito do diagrama de pontos e razéo pela qual foi visto aqui,
mostrar a légica que rege o método das divisbes sucessivas.

Observe a primeira diviséo.

P I R R R R

R e R R R R R

R L R N N R R

R e R R R R

R R R R R

BOHHHAEBHO6 G, R
HOBOOBHOOOED 6" 48 |3

N R N R 0 16 I3
N R R R R R N

C OO OO 000G o 1 5 [B___
SOOOOOOOOOOS 2 1
SO0 OBO000000 O

Inicialmente, o que temos sdo 436 pontos dispersos, 0s quais serdo agrupados

em trios, 0 ato de agrupar em trios corresponde a operacao de divisdo por 3. Os pontos
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correspondem ao dividendo da primeira divisdo. Como resultado, obtemos 145 ternas,

0 quociente da primeira divisdo. Resta ainda um ponto isolado, que é o resto da

primeira divisdo e o algarismo das unidades do numeral 121011s.

Vejamos a segunda divis&o.

Nela, o ponto isolado é desprezado. Sobram os 145 trios (quociente da 12

divisao e dividendo da 2?), os quais serdo reagrupados em trios. Surgirdo 48 trios de

trios (quociente da 22 divisdo). Restara um trio isolado (resto da 22 diviséo e algarismo

de segunda ordem do numeral 1210113).

Eis a terceira divisao.

ket

Kt

K

koo

K

436]3

1 145
1748 |3
0 1643
5 |3

2 1

Neste caso, 0s 48 trios de trios sdo reagrupados em novos trios, formando 16

grupos (retangulos pretos) sem deixar resto. Assim, obtemos 0 como algarismo de
ordem 3 do numeral 121011s.

A quarta divisédo é representada a seguir.
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4363
1 145]3
1 48 |3
0
>
1

G

A patrtir dela obtemos o algarismo de ordem 4 do numeral 121011s.

Finalmente, a quinta e ultima diviséo é efetuada.

kil

kind

kv

kot

G

i

K

4363

1 14513
1 48 |3
0 16

‘G =

Neste ponto, 3 dos 5 retangulos azuis sao agrupados em 1 Unico retangulo

vermelho que representa o quociente da ultima divisao, finalizando as divisdes, ja que
ndo ha 3 ou mais retangulos vermelhos para formar um novo grupo de 3. Os 2
retangulos azuis restantes correspondem ao algarismo de ordem 5 e o quociente 1 ao
algarismo de ordem 6 do numeral 121011s.

Acima, descrevemos e ilustramos a partir de um exemplo o procedimento para
efetuar conversdes do SNPD para outras bases. Vejamos agora qual a justificativa
para este procedimento.

Um importante resultado da Teoria dos NUumeros é o algoritmo da diviséo, o

qual nos garante que, da divisdo inteira de dois numeros naturais, cujo divisor é
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diferente de zero, resultam um Gnico quociente e um Unico resto menor que o divisor,
tais que ambos, quociente e resto, devem ser também naturais.3

Logo, dividindo n por b, obtemos um unico par de nimeros q, € a, < b, tais que
n = qob + a, (i). Note que g, < n, pois b > 1.

Dividindo g, por b, obtemos um Unico par de niameros q, € a; < b, tais que
qo = q1b + a, (ii). Note que q; < gy < n.

Substituindo (ii) em (i), obtemos

n =(qub + a))b + ag
n= q.b*+a.b + a,

Repetindo este procedimento um numero finito de vezes, em algum momento
obteremos gq,,_.1 <b tal que gn_» = qn_1b + a,_1 . Chegando a equacao
n = a,b™+ -+ a,b*+a;b + a, que representa o nimero n na base b, na qual
a, = qm-1, CUjos coeficientes das poténcias de b sdo 0s restos das sucessivas
divisbGes efetuadas e o quociente da Ultima divisao.

2.2.3 Extensao dos numerais

No Capitulo 3, apresentaremos alguns teoremas que nos permitem estabelecer
critérios de divisibilidade em qualquer tipo de sistema posicional, gostariamos,
contudo, de elucidar antes disso algumas caracteristicas dos sistemas posicionais
relacionadas ao tamanho da base escolhida para o sistema.

A primeira dessas caracteristicas é referente a extensdo dos numerais. Quanto
menor € a base de um sistema de numeracdo, mais extensos tendem a ser 0s
numerais expressos por meio desse sistema. Vejamos porque isto acontece
analisando que tipo de relacao pode existir entre as quantidades de algarismos de um
mesmo numero expresso em bases diferentes.

Sejam b; e b, bases de dois sistemas de numerac¢do e n um ndmero que, na
base b, possui m algarismos e na base b, possui k algarismos. Vamos tentar
descobrir que valores m pode assumir para um dado valor de k.

Como 0 menor numero cuja representacdo possui m algarismos na base b; €
b{* ' e o maior é b[* — 1, entdo b{* ' <n < b* — 1. Seguindo a mesma linha de

raciocinio para a base b, concluimos que b5~ <n < b¥ — 1.

13 Na verdade, restringimos o enunciado do algoritmo da divisdo para o conjunto dos niumeros naturais, mas este
resultado aplica-se também ao conjunto dos numeros inteiros, desde que o divisor ndo seja nulo e o resto seja,
em méddulo, menor que o divisor.
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Das duas desigualdades simultaneas anteriores decorrem as seguintes
desigualdades, as quais relacionam m e k:
bl < bk -1 )
k-1 < pm —1 (1
Isolando m na inequacéo (l) obtemos
m< logbl(b§ - 1) + 1.
Isolando m na inequacéo (llI) obtemos
logy, (b5 +1) <m.
Portanto, podemos concluir que
logy, (b5t +1) <m <log, (b5 — 1) +1,
obtendo um intervalo cujas extremidades sdo dadas apenas em funcdo de k e das
bases b, e b,. Fazendo log,, b, = | e tendo em vista que
logp, (b% — 1) < logy, b¥ = k -logy, b,
e
(k —1) - logy by = log, b5™* < log, (b5~ + 1),
podemos concluir que
(k=1)-l<m<k-l+1,
gue nos fornece uma maneira mais simples, embora um pouco menos precisa, para
encontrarmos o intervalo que contém o numero m de algarismos de n na base b; em
funcdo do numero k de algarismos de n na base b, e do logaritmo de b, na base b,,
gue chamamos de aqui de L.

Assim, por exemplo, se sabemos que n € representado por um numeral de 19
algarismos no sistema terndrio, entdo, no sistema octal, sera representado por um
namero que terd 10 ou 11 algarismos, pois como logg3 = 0,52832, 0 numero m de
algarismos de n na base b, sera tal que

(19-1)-0,52832 =9,50976 <m < 11,03808 = 19-0,528 + 1

De fato, o menor numero que na base 3 possui 19 algarismos é
1.000.000.000.000.000.0003 = 2.705.710.511s, que possui 10 algarismos na base 8,
enquanto 0 maior € 2.222.222.222.222.222.2223 = 10.521.531.732s, que possui 11
algarismos na base 8.

A tabela 1 mostra o nimero 26 expresso em diversos sistemas de numeracgao

e 0 numero de algarismos necessarios para representa-lo.



BASE NUMERAL NUMERO DE
ALGARISMOS
2 |10.000.000.000.000.000 17
3 10.022.220.021 11
4 100.000.000 9
5 4.044.121 7
6 1.223.224 7
7 362.032 6
8 200.000 6
9 108.807 6
10 65.536 5
11 45.269 5
12 31.B14 5
13 23.AA3 5
14 19.C52 5
15 14.641 5
16 10.000 5
17 D.5D1 4
18 B.44G 4
19 9.AA5 4
20 8.3GG 4
30 | 2CPG ou 2(12)(24)(16) 4
60 ICG ou (18)(12)(16) 3

Tabela 1

Numero 2'® representado em diferentes bases.
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Afirmamos que quanto maior € a base de um sistema de numeragcdo menos

algarismos sdo necessarios para representar os numerais. Entretanto, embora

tenhamos exemplificado este fato na tabela 1, ndo o provamos ainda, apenas

mostramos como se d& a relacdo entre o numero de algarismos de duas bases

distintas.

Realizar tal prova, contudo, ndo sera dificii com as informacdes de que ja

dispomos. No caso em que b; < b, temos [ = log, b, >1.Como (k—1)-l<mel<

[, podemos concluir que k —1 <m. Como k e m sdo numeros naturais, e k —1 &
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estritamente menor que m, entdo k < m. No caso contrario, isto €, quando b, < by,
I<1l,ecomom<k-l+1,isto é, m—1<k-l, entdom—1 <k, 0o que, como ja
vimos, implica m < k. Portanto, fica provado que, na medida em que utilizamos bases
maiores trabalhamos com numerais menos extensos.

A outra caracteristica que gostariamos de tratar refere-se ao tamanho da
tabuada. Cada sistema de numeracao possui sua propria tabuada, a qual aumenta na
medida em que aumenta a base do sistema de numeragéo. Ora, como 0 numero de
algarismos de um sistema de numeragdo € igual a base e estes devem ser
combinados dois a dois, entédo, por exemplo, a tabuada da multiplicacdo no sistema
binario, consistirdA em uma tabela contendo apenas 22 = 4 entradas, enquanto que, no
sistema sexagesimal, serdo 602 = 3600 entradas para serem memorizadas. No
APENDICE E encontram-se as tabuadas de adi¢do e multiplicacdo do sistema binario
ao vigesimal e também do sistema sexagesimal.

Diante destas duas caracteristicas, a base dez revela-se bastante conveniente,
tanto porque os numeros com que costumamos lidar em nosso dia-a-dia n&o
apresentam nela uma representacao extensa demais, quanto pelo fato de que possui
uma tabuada cuja memodria humana é capaz de suportar. Contudo, outras bases
também possuem essas caracteristicas, entretanto, deixaremos a comparacao entre
essas bases e a base dez para o proximo capitulo, ao final do qual disporemos de
mais elementos para estabelecer tais comparacoes.

2.3 SUGESTOES DE ATIVIDADES

Entender o funcionamento dos sistemas de numeracgéo posicionais € a chave
para a compreenséao dos algoritmos que utilizamos para efetuar as quatro operacdes.
As explicacBes sobre o porqué e ndo apenas de como estes algoritmos funcionam,
mesmo quando bem trabalhadas nas séries iniciais, ndo sdo nunca mais revisitadas
na educacéo basica, a ponto de que a légica por tras destes algoritmos acaba se
perdendo, a despeito de seu uso frequente. Tal questdo torna-se ainda mais relevante
quando nos deparamos com a triste situacéo de alunos que chegam aos ultimos anos
do ensino basico sem dominar sequer o funcionamento de tais algoritmos e, pode-se
dizer, é desesperadora quando percebemos que situacfes desse tipo ndo se tratam
apenas de casos isolados. Tentando dar nossa contribuicdo no sentido de minimizar

os danos causados por essa falta de compreensdo dos algoritmos das quatro
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operacdes, € que preparamos um Material de Apoio ao Professor no Ensino das
Quatro Operacdes, contido no APENDICE C. Aconselhamos que o professor, na
medida do possivel, procure resgatar a logica por tras da utilizacao desses algoritmos,
0S quais nao perderam sua importancia, mesmo com a difusado das calculadoras de
bolso.

Com o conteudo trabalhado neste capitulo, muitas atividades diferentes podem
ser elaboradas pelo professor, e jA que mencionamos o uso das calculadoras, vamos

comecar propondo uma atividade utilizando a calculadora cientifica.

Algumas delas possuem o botédo L que apresenta a divisao entre dois inteiros
na forma de nimero misto, essa tecla pode ser utilizada para facilitar a mudanca de
base através do método das divisdes sucessivas, desde que fagamos com que o aluno
perceba que a parte inteira do nimero misto € o quociente da divisdo e que o

numerador da fracdo propria € o resto da divisdo. Assim se escrevermos na

calculadora o numero 46, apertarmos a tecla 'l (talvez seja necessario apertar a tecla

shift antes) e escrevermos o0 numero 8, apertando a seguir a tecla de igual, aparecera
. , . 3 z z
no visor 5 1 3 44, que corresponde ao numero misto 5;. Essa é também uma

excelente oportunidade para o professor explicar que existem diferentes formas e
notacdes que simbolizam uma mesma coisa, mostrando as diferencas entre a notacao
escrita para nUmero misto e aquela que aparece na maquina.

Se a atividade acima parece demasiadamente complicada de ser realizada em
funcdo de depender de um grande numero de calculadoras cientificas dispondo da

funcao , nao se pode negar, por outro lado, que o método das divisdes sucessivas
oferece uma oportunidade impar de exercitar o algoritmo da divisdo com os alunos ao
mesmo tempo que se trabalham ideias novas, a saber, a conversdao de um namero
expresso no SNPD para outras bases.

Assim, como estudar o desenvolvimento historico de alguma area do
conhecimento tem o poder de motivar os alunos, propiciando a busca de mais
conhecimentos sobre o0 assunto tratado, também as aplicacbes dessa area do saber
podem se revelar bastantes motivadoras.

O professor pode, por exemplo, depois de ter dado algumas breves explicacbes
sobre sistemas de numeracéao posicionais, em particular sobre o sistema binario, pedir
que seus alunos pesquisem sobre “linguagem de maquina” na internet, para que estes

descubram por si sés a relagdo existente entre o sistema binario e a informatica,
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compreendendo que muitos conteidos matematicos possuem realmente aplicacdes
no mundo em que vivemos e que isso independe do professor mencionar ou néo
essas aplicacoes em sala de aula. Feita essa pesquisa pelos alunos, o professor pode
resgatar os resultados e explanar sobre as aplicacdes dos sistemas binario, octal e
hexadecimal no campo da informatica, bem como mencionar a presenca do sistema
sexagesimal na contagem do tempo e na medicédo de angulos.

Além disso, assim como pesquisar sobre a Histdria da Matematica aproxima
estas duas disciplinas, Matematica e Histdria, numa atitude interdisciplinar, pesquisar
as aplicacbes dos conteuddos matematicos também contribui para a
interdisciplinaridade, uma vez que aproxima a Matematica da area do conhecimento
em que esta sendo aplicada, neste caso, a Informatica.

Outra atividade interessante para ser desenvolvida com os alunos em sala de
aula, depois de explicar o método das divisbes sucessivas, é pedir que estes
convertam um namero relativamente alto para diversas bases, postas em ordem
crescente a partir da base 2, pedindo que descrevam o que esta acontecendo. Os
alunos devem chegar sozinhos a conclusdo de que quanto menor é a base mais
extensa se torna a representacdo dos numerais. Atividades como essas Sao
importantes porque permitem que o0 aluno realize suas proprias descobertas,
desenvolvendo neles um espirito de autonomia.

Aqui, uma pesquisa historica, sobre a vida de Leibniz, por exemplo, também
nao estad descartada, pois além de contribuir com o desenvolvimento do sistema
binario, Leibniz trouxe outras importantes contribuicdes, ndo s6 para a Matematica,
como também para outras areas do conhecimento, como a filosofia. Ao pesquisar
sobre tais contribuicbes o aluno tera a oportunidade de se encantar com elas,
buscando, talvez, novas informagdes sobre os outros conhecimentos produzidos por
ele, mesmo gue esse aluno ndo compreenda alguns dos assuntos que tém relacdo
com a vida deste eminente matematico, como o calculo diferencial e integral, por
exemplo, o professor tera cumprido seu papel, pois a semente da curiosidade foi

plantada.
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CAPITULO 3

CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Este capitulo é dedicado ao estudo dos critérios de divisibilidade em sistemas
de numeracdo posicionais. Na primeira secdo relembramos os critérios de
divisibilidade dos numeros de 1 a 13 no SNPD. Na segunda, € apresentado um
conjunto de teoremas que nos possibilita encontrar critérios de divisibilidade eficazes
em qualquer sistema de numeracéao posicional. Cada um destes teoremas € seguido
de sua demonstracéo e precedido de ou sucedido por comentarios a respeito de sua
aplicagdo no SNPD ou em outros sistemas posicionais. A terceira segao trata de um
teorema que nédo fornece um critério de divisibilidade, mas que mostra uma curiosa
relacdo entre sistemas posicionais, sendo em seguida apresentado seu corolario.
Finalmente, algumas consideracdes séo feitas sobre outros sistemas de numeracéo,
analisando possiveis vantagens ou desvantagens destes sistemas, em especial o0
duodecimal, em relacdo ao SNPD, a luz dos teoremas vistos na primeira se¢cdo. Como
de costume, o capitulo se encerra com a segao “Sugestdes de Atividades”, que visa
trazer orientacdes sobre como o professor poderia abordar os assuntos tratados neste

capitulo junto a seus alunos.
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3.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE NO SNPD
Nesta primeira se¢éo discutiremos sobre os critérios de divisibilidade no SNPD,
0S quais serdo generalizados a partir dos teoremas e corolarios enunciados e
demonstrados na proxima sec¢éo. Inicialmente apresentamos uma lista contendo os
critérios de divisibilidade para os nimeros de 1 a 13 no SNPD:
1) Todo numero é divisivel por 1.
2) Todos os multiplos de 2, os quais sdo denominados numeros pares,
terminamem O, 2, 4, 6 ou 8.

3) Um numero € multiplo de 3 quando a soma de seus algarismos resulta em
um multiplo de 3.

4) Um namero € multiplo de 4 quando seus dois ultimos algarismos, na ordem
em que aparecem, formam um multiplo de 4.
5) Um numero é multiplo de 5 quando termina em 0 ou 5.
6) Um numero € multiplo de 6 quando é mdltiplo de 2 e de 3.
7) O ndmero 7 ndo dispde de um critério de divisibilidade satisfatorio.
8) Um numero € multiplo de 8 quando seus trés ultimos algarismos, na ordem
em que aparecem, formam um multiplo de 8.

9) Um nuamero € multiplo de 9 quando a soma de seus algarismos resulta em
um multiplo de 9.

10) Todo nimero terminado em 0 é multiplo de 10.

11) Um numero é mdltiplo de 11 quando a diferenca entre a soma dos
algarismos de ordem impar e a soma dos algarismos de ordem par resulta
em um multiplo de 11.

12) Um ndmero € mdltiplo de 12 quando é mdltiplo de 4 e de 3.

13) O numero 13 ndo dispbe de um critério de divisibilidade satisfatorio.

Na lista acima dissemos que 0s numeros 7 e 13 ndo possuem um critério de
divisibilidade satisfatério no SNPD, o que ndo quer dizer que estes niameros nao
possuam critérios de divisibilidade no sistema decimal. Além disso, quando falamos
em critério “satisfatério” estamos lidando com um conceito bastante subjetivo.
Consideramos como critérios de divisibilidade satisfatorios aqueles que podem ser
generalizados pelos teoremas e corolarios que enunciaremos na proxima se¢ao, mas
deixamos o leitor a vontade para fazer seu proprio julgamento sobre quais critérios de

divisibilidade deveriam constar ou ser retirados da lista precedente.
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Na verdade, se entendemos por critério de divisibilidade qualquer processo
diferente da divisdo que nos permita saber se um nuamero é divisivel por outro, entdo
podemos afirmar que todo nimero natural possui algum critério de divisibilidade, por
menos eficaz que ele seja.

Um dos critérios de divisibilidade do numero 7 esta alicercado no fato de que
existem multiplos de 7 terminando com todos os algarismos de que dispde o SNPD e,
em especial, no fato de que os dez primeiros multiplos de 7 terminam, cada um, com
um algarismo diferente de todos os outros. Podemos assim, tomando esses multiplos
escritos com dois algarismos, isto €, 00, 07, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56 e 63, criar uma
funcdo s do conjunto dos algarismos do SNPD no conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
constituido pelos algarismos das dezenas dos multiplos de 7 citados, associando cada
algarismo dado a dezena do multiplo de 7 que o tem como unidade. Assim, por
exemplo, s(5) =3 es(1) =s(8) = 2.

Para saber se um determinado niumero n é multiplo de 7 devemos reescrever
n sem seu ultimo algarismo a, e subtrair do nimero obtido s(a,). Obteremos assim
um novo numero n; com menos algarismos que n . Repetimos entdo este
procedimento com n, obtendo n,. Esse processo deve entdo ser repetido até que
encontremos um numero n; que saibamos identificar se € ou ndo mdultiplo de 7. O
namero n sera multiplo de 7 se, e somente se, n; também for.

O gue acabamos de mostrar pode ser melhor compreendido através de um
exemplo numérico. Consideremos, com esta finalidade, n = 35.746.578.

Assim,

n,; = 3.574.657 — s(8) = 3.574.657 — 2 = 3.574.655
n, = 357.465 — s(5) = 357.465 — 3 = 357.462
ng = 35.746 — s(2) = 35.746 — 4 = 35.742
n, = 3.574 — s(2) = 3.574 — 4 = 3.570
ns = 357 — s(0) = 357 — 0 = 357
ng =35—s(7)=35—-0=35

Uma vez que ng=35 é um mdultiplo de 7, podemos afirmar que
n = 35.746.578 também o é. De fato, 35.746.578 = 7 x 5.106.654.

Nao é dificil, porém, saber porque tal procedimento funciona, jA que ele
equivale a realizarmos as contas abaixo omitindo os algarismos a direita da linha

vermelha.
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-2

35.?46.3@0
- 350

35.746/.200
= 4,200

35.742.000
- 42.000
35.700.000
- 7000.000
35[000.000

Tudo o que fizemos, portanto, foi subtrair sucessivamente de

35.?46.5?E

n = 35.746.578 multiplos convenientes de 7, ou melhor, subtraimos de 35.746.578 a
soma 28 + 350 + 4.200 + 42.000 + 700.000, que é um multiplo de 7, uma vez que a
soma dos multiplos de um namero deve resultar ainda em um multiplo desse mesmo
namero. Assim, como estamos subtraindo de n um multiplo de 7, o resultado sera um
multiplo de 7 se, e somente se, n também for.

Note que o procedimento que utilizamos para criar um critério de divisibilidade
para o numero 7 aplica-se a qualquer nimero que possua multiplos com todas as
terminacdes possiveis, ou seja, a qualquer nimero primo com a base.

Veja por exemplo o caso do numero 13, que possui como dez primeiros
multiplos 000, 013, 026, 039, 052, 065, 078, 091,104 e 117. Aplicando o critério, agora
adaptado para este niumero, sobre n = 35.746.578, obtemos:

n, = 3.574.657 — s(8) = 3.574.657 — 7 = 3.574.650
n, = 357.465 — s(0) = 357.465 — 0 = 357.465
ny = 35.746 — s(5) = 35.746 — 6 = 35.740
ny = 3.574 — s(0) = 3.574 — 0 = 3.574
ns = 357 — s(4) = 357 — 10 = 347
ng = 34 —s(7) =34 —11 =23

Ou seja, como 23 nao é divisivel por 13, n também nao é.

Outra forma de verificar a divisibilidade de um nimero n por 7 consiste em obter
um numero n, cujo valor é dado pela diferenca entre o nUmero cuja representacéo é

igual a de n sem seu ultimo algarismo a, e o dobro de a,. O nimero n sera multiplo
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de 7 se, e somente se, n; também for. O processo deve ser repetido até que
encontremos um namero n; cuja divisibilidade por 7 seja conhecida.
No caso de n = 35.746.578, fariamos
n, = 3.574.657 — 2 -8 = 3.574.657 — 16 = 3.574.641
n, = 357464 —2-1 =357.464 — 2 = 357.462
nsy = 35.746 — 2-2 = 35.746 — 4 = 35.742
ng, =3574—-2-2=3574—-4=3.570
ng =357—-2-0=357-0=357
ng=35—2-7=35-14=21
concluindo que n € multiplo de 7, ja que 21 também é.
Tal critério se justifica porque 10n, = (n — ay) — 20a,. Assim, 10n; = n — 21a,
e, como 21 é multiplo de 7, n serd multiplo de 7 se, e somente se, n, for também, ja
que 10 ndo € divisivel por 7. Note que n —a, € n com zero no lugar do ultimo
algarismo e 20a, tem 0os mesmos algarismos (na mesma ordem) do dobro de a,
acrescido de um zero no final. Logo, no procedimento explicado acima fazemos
10n; = (n — ay) — 20a, sem explicitar os zeros finais.
Para o nimero 13 ha também um critério analogo a este, s6 que somando 4a, ao
invés de subtrair 2a,. Isto porque 10n; = (n — ay) + 40a, = n + 39a, € 39 € mdltiplo
de 13 e 10 ndo é. Vejamos novamente um exemplo em que n = 35.746.578. Neste
caso temos:
n,; = 3.574.657 + 4 -8 = 3.574.657 + 32 = 3.574.689
n, = 357.468 +4-9 = 357.468 + 36 = 357.504
ns = 35.750+4-4 = 35.746 + 16 = 35.762
n, =3.576+4-2=3.576+8 =3.584
ng =358+4-4=3574+16 = 373
ng=37+4-3=37+12=149
Uma vez que 49 ndo é multiplo de 13, n também néo é.
Deixamos para a proxima secdo 0S comentarios sobre os critérios de

divisibilidade dos demais nameros, 0s quais serdo generalizados e depois provados.

3.2. GENERALIZA(;AO DOS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE
Diferentemente do modo como vinhamos trabalhando anteriormente, neste

capitulo, as ideias serdo apresentadas de maneira mais formal. Os teoremas serao
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postos de forma explicita e demonstrados, ao invés de aparecerem mesclados ao
texto.

Todos os teoremas que enunciaremos neste capitulo serdo referentes ao
conjunto dos numeros naturais, o qual, para ngs, inclui o zero. Deste modo, diremos
simplesmente “o numero x” ao invés de “x € N” ou “0 numero natural x”.

Vamos supor que o leitor esta acostumado com o uso do somatorio e com
algumas nocdes elementares de Teoria dos Numeros, como, por exemplo, a relacdo
de congruéncia e suas propriedades.

Durante este capitulo, a notacdo p|q sera utilizada com o sentido de “p divide
q” € a sentenga q = r mod p indica que “q € congruente a r médulo p”, ou seja, que
q e r deixam o mesmo resto na divisdo por p. Além disso, algumas letras serdo
reservadas para serem utilizadas sempre com o mesmo sentido. Tal postura tornara
os enunciados dos resultados menos longos e, acreditamos, mais claros. Assim:

e m € 0 numero de m+ 1 algarismos representado em um sistema de
numeracao posicional de base b sobre o qual se pretende aplicar o critério
de divisibilidade.

e m+ 1€ o numero de algarismos de n.

e b € abase do sistema de numeracao.

e a; é 0 algarismo de ordem i + 1 de n (logo a, é o algarismo das unidades).

Quando escrevemos 5647, estamos, na verdade, expressando de maneira mais
compacta a expressdo 5 x 72 + 6 x 71 + 4 x 7°. Até agora, representamos 0s nUmeros
em outras bases utilizando implicitamente o fato de que sempre é possivel escrever
qualquer nimero natural na forma Y, a;b*. Vamos agora demonstrar este fato, o qual

estd enunciado de maneira explicita através do TEOREMA 1.

Dados dois numeros positivos n e b, com b # 1, existe uma unica sequéncia

finita ay, a4, a,,..., a,, de numeros menores do que b, com a,, # 0, tal que

n = Y",a;b".

Demonstracao
Realizaremos a prova deste teorema por meio de indugéo sobre n.
Paran =1 a afirmacdo € verdadeira, pois a sequéncia a, = 1 € a Unica que

satisfaz a todas as condi¢cdes do enunciado neste caso.
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Consideremos agora que o teorema € verdadeiro para todos 0s numeros
menores que n. Vamos provar que ele é valido também para n.

Utilizando o algoritmo da divisdo, podemos garantir que existem e séo unicos
oS numeros q e ag taisquen=qgb+a, () e ay < b.

Como g < n, pois b > 1, a hip6tese de inducdo, nos garante que existe uma
Unica sequéncia finita ry, 14, 13,..., 1, de nUmeros menores do que b, com r;, # 0, tal
que g = XK_,mb7 (ii).

Substituindo (i) em (i) obtemos n = (X¥_,7b/)b+ ag = Xf_orb’ ™ +ay .

Fazendo m=k+1 e ry=a;, quando i =j+1, obtemos n = ¥, a;b'+a, =

]
ym,a;b'. Logo, a sequéncia ay, a;, as,..., a,, € a sequéncia procurada, decorrendo
sua unicidade das unicidades de a,, de q e da sequéncia ry, 1y, 13,..., Tk-

|

Note que o TEOREMA 1 néo faz referéncia ao nimero zero, mas este caso €
trivial, assim como o do numero um, jA que esses numeros Sserao sempre
representados como 0 e 1 independentemente da base do sistema de numeracéo
posicional.

Uma vez assegurado que qualguer nimero natural pode ser representado sob
aforma Y, a;b* de maneira Gnica, podemos omitir os sinais de adi¢éo e as poténcias
de b na representacdo desses numeros, ficando a base b indicada como subscrito e
convencionado que os coeficientes a; (que passardo a ser chamados de algarismos)
serdo posicionados, no sentido da escrita, segundo a ordem decrescente das
poténcias de b que acompanham. Isto € 0 que nos autoriza a escrevermos
5X 72+ 6 x 7' + 4 x 7° simplesmente como 5647.

O TEOREMA 1 e a PROPOSICAO 1 a seguir serdo bastante utilizados nas
demonstracdes dos teoremas concernentes aos critérios de divisibilidade que séo

objeto deste capitulo.

PROPOSICAO 1

Se r < b, as afirmagdes (i) e (ii), dadas abaixo, s&o equivalentes:
(i) n=rmodb;

(i) r = ay.




67

Demonstracao
Do TEOREMA 1 temos que n = YI", a;b'. Assim,

m m
nzrmodb@zaibi Ermodb(:)Zaib"+ao =rmodb < a, = r mod b,
i=0 i=1

devendo-se a Ultima equivaléncia ao fato de que Y, a;b* é mltiplo de b.

Como r < b, por hipoétese, a, = r mod b < r = a,. Portanto, (i) < (ii).

|

O que a PROPOSICAO 1 nos diz é que o resto da diviséo de um niimero n por
b, é o algarismo das unidades de n na base b. Seu mérito € dizer isso utilizando a
relacdo de congruéncia.

Os teoremas que serdo enunciados a partir daqui até o final desta secdo
revelam como encontrar critérios de divisibilidade em sistemas de numeracgéo

posicionais.

Um numero n é divisivel por b se, e somente se, ag = 0.

Demonstracao
Trata-se de um corolario da PROPOSICAO 1, pois
bnen=0modb < ay, = 0.
[ ]

Em outras palavras, o que o TEOREMA 2 nos diz é que todo numeral terminado
em zero é divisivel pela base do sistema de numeragéo, assim como todo nimero
divisivel pela base deve ter sua representacdo terminada em zero. Ndo é a toa,
portanto, que este é o critério de divisibilidade do nimero dez, j4 que esta é a base do
SNPD.

Assim, se utilizassemos um sistema de numeracdo posicional de base 7, os
multiplos de 7 poderiam ser facilmente identificados, ao contrario do que ocorre no
SNPD. Por exemplo, nessa base, os niumeros 14, 28, 35, 49 e 91, todos multiplos de
sete, se escreveriam, respectivamente, como 20, 40, 50, 100 e 160, todos terminando
com zero.

O proximo teorema generaliza os critérios de divisibilidade que, na base dez,
sdo atribuidos aos numeros 2 e 5, critérios estes que muitos de nés aprendemos ainda

na infancia.
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Na base dez, um numero € divisivel por 2 quando terminaem 0, 2,4, 6 ou 8, e
é divisivel por 5 quando termina em 0 ou 5.

Estes critérios que, & primeira vista, ndo tém nada em comum, devem-se ao
fato de que ambos, 2 e 5, séo divisores de 10. Tal relacdo entre estes dois critérios
fica clara a partir do TEOREMA 3.

Se b é multiplo de d, entdo d|n se, e somente se, d|a,.

Demonstracao

A PROPOSICAO 1 nos garante que a, € o resto da divisio de n por b, logo n =
qb + a,y, em que g € o quociente da divisdo de n por b. Assim,

dneon=0modd & gb+ay=0modd & ay = 0mod d & d|ay.

Na penultima equivaléncia utilizamos o fato de que, por hipotese, d|b.

Portanto, d|n se, e somente se, d|a, € a prova estd completa.

|

Na base 15, encontramos uma interessante aplicacdo deste teorema. Nessa
base, os multiplos de 3, que é um divisor de 15, podem ser identificados por meio de
suas terminacdes. Veja como ficam os dezesseis primeiros multiplos desse nimero
expressos na base 15: 0, 3, 6, 9, C, 10, 13, 16, 19, 1C, 20, 23, 26, 29, 2C, 30. Note
que ha apenas 5 terminacgdes, 0, 3, 6, 9 e C, todas multiplos de 3 (lembre-se de que
C =12). Isto ndo é uma coincidéncia e decorre justamente do fato de que 15 = 3 x 5.
O proximo teorema que sera provado refere-se justamente a este fato.

O leitor que ndo estiver satisfeito com apenas este exemplo podera obter outros
consultando, no APENDICE E, as tabuadas de multiplicacdo de sistemas de
numeracao cujas bases sejam nimeros compostos e observando cuidadosamente o
comportamento dos multiplos dos divisores dessas bases.

Este unico exemplo €, contudo, suficiente para demonstrar que ha uma
profunda diferenca entre a divisibilidade e um critério de divisibilidade, pois, enquanto
a primeira é uma relagdo apenas entre os numeros, a segunda é uma propriedade
destes com relacdo a base do sistema de numeracao adotado. Assim, 15 sempre sera
multiplo de 5, ndo importa a base do sistema de numeracao, mas 1312 € quinze, que

€ multiplo de 5, embora ndo termine nem em 0, nem em 5.
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TEOREMA 4

Se b = cd, entdo existem somente c terminacfes possiveis para os multiplos de
d.

Demonstracao

Se d|b e a, € 0 algarismo das unidades de um multiplo de d, entdo, pelo
TEOREMA 3, d|a,. Mas ay, < b = cd. Assim, a, s6 pode ser um dos ¢ numeros 0, d,
2d,..., (c = 1d.

Uma consequéncia direta dos TEOREMAS 3 e 4 é o COROLARIO 1.

COROLARIO 1

Se b = 2d, entdo d|n se, e somente se, ap = 0 ou ap = d.

Demonstracao

Os numeros distintos 0 e d, ambos menores que b, sao evidentemente
multiplos de d. Como b =2d, o TEOREMA 4 garante que ha apenas duas
terminacgfes possiveis para os multiplos de d, ou seja, aqueles dois nimeros.

A reciproca decorre diretamente do TEOREMA 3.

|

Assim é que, na base dez, os multiplos de 5 terminam em 0 ou 5, mas também,
na base 12, os multiplos de 6 terminam em 0 ou 6, na base 14, os multiplos de 7
terminam em 0 ou 7 e, em uma base par qualquer, os multiplos da base sempre
terminam em 0 ou nessa metade. E muito facil perceber isto observando as tabuadas
de multiplica¢do contidas no APENDICE E para o caso de bases pares.

O préximo teorema é ainda relacionado com os divisores da base, mais

especificamente com as poténcias desses divisores.

Se b é mdltiplo de d,um numero n é divisivel por d* (k # 0) se, e somente se,

Yk La;b' é divisivel por d*.

Demonstracao

De fato,
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k-1
a;b' = 0 mod d*
(=0

m m
d*n < n = 0 mod d* (:)Zaibi = 0 mod d* «:zaibi+

i=0 i=k i=
e como d|b, por hipbtese, todos os termos do somatério Y., a;b* sdo divisiveis por

d*. Assim,
k-1 k—1
dkn = z a;bt = 0 mod d* < d* | 2 a;bt.
i=0 i=0

[ |

Na verdade, o que o TEOREMA 5 afirma é que um numero n ser4 maltiplo da
k-ésima poténcia de um divisor da base se, e somente se, 0 numero representado
pelos k ultimos algarismos de n, na ordem em que aparecem, for também um multiplo
dessa poténcia.

Na base dez, esse teorema justifica, por exemplo, os conhecidos critérios de
divisibilidade dos nimeros 4 = 22 e 8 = 23. No SNPD um numero é divisivel por 4 se,
e somente se, seus dois ultimos algarismos formam, na ordem em que aparecem, um
multiplo de 4. O critério do nimero 8 é anélogo, se estendendo a exigéncia até o
antepenultimo algarismo.

Porém, melhor uso far4 deste teorema aquele que perceber que se aplica
ainda, na base dez, ndo s6 as poténcias de 2, mas também as de 5. E assim que
nimeros como 16 = 24, 32 = 25, 25 = 52 ou 125 = 52 possuem critérios de divisibilidade
bastante uteis no SNPD. Um multiplo de 25, por exemplo, deve necessariamente
terminar em 00, 25, 50 ou 75, ou seja, quatro terminacfes apenas.

O préximo teorema nos mostra justamente como saber quantas sdo as

terminacfes possiveis para um multiplo de uma poténcia de um divisor da base.

TEOREMA 6

Seb=cde k+0, entdo existem somente c* terminacGes possiveis para os

multiplos de d*.

Demonstracao
Se d|b e Y }a;pb' € 0o numero formado pelos k Ultimos algarismos das

unidades de um multiplo de d, na ordem em que aparecem, entédo, pelo TEOREMA 5,
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k—1
d¥| 2 a;bt.
i=0

Mas Y¥ ! a;bt < b* = c*d*. Assim, ¥¥ ! a;b' s6 pode ser um dos c¥ nameros 0, d*,
2d*,..., (ck — 1)dF.
[ |

Diante deste teorema fica claro, por exemplo, que sé existem 25 terminacdes
possiveis para os multiplos de 4 e 125 termina¢fes possiveis para os multiplos de 8,
pois 4 x 25 =100 = 10% e 8 x 125 = 1000 = 10°.

Os teoremas vistos até agora generalizam os critérios de divisibilidade que séo
aplicados, na base dez, aos numeros 2, 4, 5, 8 e 10. Os dois teoremas que se seguem
generalizam os critérios de divisibilidade aplicados, na base dez, aos numeros 3 e 9.

Na base dez, um numero é multiplo de 3 quando a soma de seus algarismos
resulta em um multiplo de 3 e sera multiplo de 9 quando essa soma resultar em um
multiplo de 9. Assim, por exemplo, 456 é um multiplo de 3, pois 4 +5 + 6 = 15, que &
multiplo de 3, mas 456 nao é mdltiplo de 9, ja que 15 ndo é divisivel por 9.

As mentes mais curiosas talvez ja tenham se questionado sobre o porqué de o
namero 3 e 0 numero 9 gozarem do mesmo critério de divisibilidade. Talvez tenham
mesmo levantado hipéteses como 32 = 9, portanto, o niimero nove, sendo o quadrado
de 3 deve ter o mesmo critério de divisibilidade deste nimero. E realmente uma
hipétese tentadora, mas se fosse correta, entdo o ndimero 27 = 3% poderia gozar
também desta propriedade, o que ndo ocorre. Quando levantamos uma hipotese
como esta, estamos ignorando um fato crucial, jA comentado aqui antes, o fato de que
os critérios de divisibilidade sdo uma caracteristica da relagdo entre os nimeros e a
base do sistema de numeracdo e ndo dos nimeros em si mesmos. Ser o quadrado
de 3 é uma caracteristica do numero 9 em relacdo ao numero 3. O que realmente
importa neste caso é o fato de que o numero 9 é antecessor do niumero 10, base do
sistema decimal, e € em decorréncia desse fato que o niumero 9 possui o critério de
divisibilidade citado acima, na base dez. O numero 3 acaba herdando este critério por
ser divisor de 9 (ndo por ser raiz quadrada dele) e ndo o contrario.

Vamos entdo aos teoremas que tornarao essas ideias mais claras.

Um ndmero n € multiplo de b — 1 se, e somente se, 2.2 a; for miltiplo de b — 1.
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Demonstracao
Sejat =b — 1, entdo

m

=0 =0 j=0
m i m [ m i
l l\ . l
eSS e S (11300 S e300
i=1 j=0 J i=1 j=1 J i=1 j=1
m m i m m i m m i
l\ . l l
R BT B0 e 0
i=1 i=1 j=1 J i=0 i=1 j=1 J i=0 i=1 j=1 J

m m i . m
A
n=2ai+t2ai (,)t1‘152ai mod t.
i=0 = =Y i=0

Assim, jAque t = b — 1, temos

m

nEZai mod (b — 1).

i=0

Portanto, n € mdltiplo do antecessor da base se, e somente se, },i%,a; for
multiplo de b — 1.

[ ]

Vejamos agora alguns exemplos de aplicacdes do TEOREMA 7 a outras bases.
Vamos tomar como exemplo a base 13, cujo antecessor € o nimero 12, um namero
que possui diversos divisores e assim serd util para exemplificar também o préximo
teorema.

Considere, por exemplo, o nimero 1.241.016 = 12 x 103.418, que expresso ha
base 13 é representado pelo numeral 345B3A. Como estamos trabalhando na base
13, a soma dos algarismos deve ser feita utilizando a tabuada da adicdo dessa base,
a qual pode ser encontrada no APENDICE E.

Pelo TEOREMA 7, a soma dos algarismos deve resultar em um multiplo de 12.
Vejamos, (3+4)+(5+B)+(83+A)=7+13+10=7 + 23 = 2A, que € um multiplo de
12. O leitor que nédo estiver convencido de que 2Aiz € um multiplo de 12 pode
convencer-se de pelo menos dois modos: aplicando novamente o TEOREMA 7 ao

namero 2A13, isto €, efetuando a soma 2 + A = C, na base 13, e lembrando que C = 12;
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ou efetuando diretamente a conversdo do numero 2A13 para a base dez, isto €,
fazendo 2A13=2x13+10=36 =3 x 12.

Um fato curioso que pode ser observado na tabuada do numero 9 no SNPD é
que os dez primeiros multiplos ndo nulos de 9, quando dispostos verticalmente e em
ordem crescente, podem ser obtidos escrevendo, de cima para baixo, os dez
algarismos dessa base em ordem crescente de valor para as dezenas e decrescente

para as unidades. Observe:

1x9=09
2x9=18
3x9=27
4x9=36
5x9=45
6x9=54
7x9=63
8x9=72
9x9=81
10x9=90

O mais curioso, contudo, € que uma rapida observacdo nas tabuadas de
multiplicacdo contidas no APENDICE E nos revela que este € um padrdo que se
repete em todas elas. Por exemplo, na base 5, os cinco primeiros multiplos ndo nulos
de 4 séo:

1x4=04
2x4=13s5
3x4=225
4x4=31s
105 x 4 = 405
0S quais sao obtidos da mesma maneira que obtivemos os multiplos de 9 no SNPD,
s6 que tomando apenas os algarismos do sistema quinario.

Isto € verdadeiro em todos os sistemas de numeracéo posicionais. Ou seja, 0S
b primeiros multiplos ndo nulos de b — 1, quando dispostos verticalmente e em ordem
crescente, podem ser sempre obtidos por este processo que consiste em escrever 0s
algarismos da base em questao, de cima para baixo, primeiro em ordem crescente e

depois em ordem decrescente de valor.
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De que os b primeiros multiplos ndo nulos de b — 1 possuem apenas dois
algarismos, temos certeza, pois o maior deles, b(b — 1), € menor que b?, que é o
menor nimero de trés algarismos em qualquer base. Agora, para nos convencermos
da validade do procedimento descrito, precisamos nos convencer primeiro de que nao
pode haver repeticdo de nenhum dos b algarismos de segunda ordem, pois o fato de
gue eles estdo em ordem crescente decorre naturalmente do fato de que b — 1 <
2(b—1)<3(b—1)<--<b(b-1).

Suponhamos, por absurdo, que, dentre os b primeiros multiplos ndo nulos de
b — 1, haja algarismos de segunda ordem repetidos nos multiplos x e y (suponhamos
x <y). Assim, x e y devem ser consecutivos (ou os multiplos de b — 1 ndo estariam
em ordem crescente) e y — x = b — 1. Assim, como 0s algarismos de segunda ordem
de x e y sdo iguais, b — 1 deve ser a diferenca entre os algarismos das unidades de
primeira ordem de x e de y. Deste modo o algarismo das unidades de x tem que ser
0 e o algarismo das unidades de y tem que ser b — 1. Mas, pelo TEOREMA 7, o
algarismo de segunda ordem de x deve ser b — 1, e, portanto, o de y também. Mas
entdo y=b-1Db+b—-1)=(b+1)(b—1) e y ndo esta entre 0s b primeiros
multiplos de b — 1, o0 que contradiz a definicdo de y. Logo, os algarismos de segunda
ordem dos b primeiros multiplos de b —1 estdo em ordem crescente e ndo se
repetem. Por outro lado, o TEOREMA 7 também nos garante que os algarismos de
primeira ordem estardo em ordem decrescente sem se repetirem e a prova esta
concluida.

Outra curiosidade, que pode ser notada a partir da observacéo das tabelas de
multiplicacdo e de adicdo contidas no APENDICE E, é o fato de que o quadrado do
antecessor da base pode ser obtido pela inversdo da ordem dos dois algarismos que
constituem o dobro deste numero.

A prova deste fato é simples e elegante.

Vejamos, como 2(b—1)=2b—-2=1-b+(b—-2), logo 1 é sempre o
algarismo de segunda ordem do dobro do antecessor da base e b — 2 o0 algarismo da
unidades.

Como (b—1)2=b*—-2b+1=(b—-2)-b+1, temos que b —2 é sempre o
algarismo de segunda ordem do quadrado do antecessor da base e 1 o algarismo da
unidades. Fim da prova.
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Como ja deve estar claro, o TEOREMA 7 aplica-se ao numero 9 na base 10. O

préximo teorema pode ser aplicado ao numero 3.

COROLARIO 2

Seja d, um divisor de b — 1, entdo d,|n se, e somente se, d;| X} a;.

Demonstracao

A demonstracdo deste corolario se faz do mesmo modo que foi feita a do

TEOREMA 7, s6 que desta vez utilizando congruéncia médulo d; ao invés de t.
|

Retomando o exemplo da base 13, podemos aplicar este teorema a todos os
divisores de 12. Um numero par, na base 13, deixa de ser reconhecido por sua
terminacdo e passa a ser identificado pela soma dos algarismos. Assim, 1713 € par,
pois 1 + 7 = 8, que € par, mas seu sucessor 1813, como era de se esperar, € impar, ja
que 1 + 8 =9. O mesmo ocorrerd com 0s numeros 3, 4 e 6, que também dividem 12.

Outro numero que, na base dez, também possui critério de divisibilidade,
embora menos difundido que aqueles vistos anteriormente € o niumero 11. Para saber
se um dado numero é multiplo de 11, procede-se da seguinte forma:

1° PASSO. Somam-se os algarismos de ordem impatr;

2° PASSO. Somam-se os algarismos de ordem par;

3° PASSO. Efetua-se a diferenca da maior soma pela menor.

O numero dado é multiplo de 11 se o resultado obtido no 3° PASSO também o
for. Assim, fica facil saber se numeros elevados como, por exemplo, 0 nimero
52.412.100.719, séo ou nado sdo multiplos de 11. Vejamos:

1°PASSO.5+4+2+0+7+9=27

2°PASSO.2+1+1+0+1=5

3°PASS0.27-5=22=2x11

Logo, o numero dado é um multiplo de 11. O que de fato é verdade, pois
52.412.100.719 = 11 x 4.764.736.429.

Este critério € generalizado para outras bases através do TEOREMA 8.

TEOREMA 8

Um namero n é mdltiplo de b + 1 se, e somente se, Y7 ,(—1)'a; for maltiplo de
b+1.
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Demonstracao

Sejas=b + 1, entédo

m m m m i .
- Z bl = Z a,(b+1—1) = Z a(s — 1) = 2 a; (]l) si=i(=1)) =
i=0 i=0 i=0 i=0  j=0
m
=a,+ Z a;

i i—-1

()5 1>f—ao+zal (-1 + Z() S ) =

i=1 Jj=0
i-1 i
—a0+z (- 1)lal+a2 sii(=1))
Jj=0
m m i—-1 m m i-1
=a,+ Z(—l)iai + Z a; ( ) (-1 = Z(—l)iai + SZ aiz (;) st (=1).
i=1 i=1  j=0 i=0 i=1  j=0

Como a expressdo Y72, a; X4 (;) s=J=1(-1)/ resulta sempre em um nimero

inteiro,

i—-1

n= Zr;(—l)iai + si a; (;) s (-1)) = Zmo(—l)iai mod s.

i=1  j=0

Assim, jAque s = b + 1, temos
m
n= Z(—l)iai mod (b + 1).

Portanto, n € mdltiplo do sucessor da base se, e somente se, Y1 ,(—1)!q; for
multiplo de b + 1.
[ ]
A validade deste teorema pode, por exemplo, ser constatada observando o0s
multiplos de 4 no sistema ternario. Vejamos o caso dos numeros 40 e 100, que séo
expressos, nesse sistema, pelos numerais 11113 e 102013, respectivamente. No
primeiro caso, € evidente que o resultado da diferenca entre as somas alternadas ira
resultar em 0, que € multiplo de qualquer numero, inclusive de 4. No segundo caso,
fazendo as contas no sistema ternario, temos (1 +2+1)—- (0 +0)=11-0 =11, que
€ 4 nesse sistema de numeracgdo. Alias, 11 € sempre a forma do sucessor da base de
qualquer sistema de numeracédo, pois é sempre verdade que 11 =10 + 1, ou ainda,
11, = b + 1.

Uma consequéncia imediata deste teorema é dada pelo COROLARIO 3.
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COROLARIO 3

Se n possui uma quantidade par de algarismos, todos iguais, entdo b + 1|n.

Demonstracao

A demonstracdo € imediata, pois se m = 2k, entdo ambas as somas resultarao
em ka,, sendo a diferenca entre elas igual a 0, que é multiplo de qualquer niumero.

[ |

E preciso estar atento a condicdo de que haja uma quantidade par de
algarismos, pois enquanto numeros como 555.555, 44 e 77.777.777 sdo sempre
multiplos de 11, nimeros como 55.555, 444 e 777.777.777 nunca o sdo. Isto porque
em nameros com uma quantidade impar de algarismos, todos iguais, o resultado da
diferenca das somas sera sempre o proprio algarismo, que sendo sempre menor que
11 (ja que um algarismo é sempre menor que a base, que € menor que seu Sucessor),
ndo pode ser divisor deste nimero. A Unica exce¢ao é o caso trivial do numero zero.
Os argumentos usados aqui sdo validos para qualquer sistema posicional.

Note que a reciproca serd sempre verdadeira se m = 2, podendo falhar em
outros casos, afinal abundam contraexemplos de multiplos de 11 que ndo séo dessa
forma no préprio SNPD. N&o é dificil enxergar a veracidade da reciproca no caso m =
2. Note que, com excecao de zero, ndo pode haver multiplo de b + 1 com um Unico
algarismo e que o maior niimero de dois algarismos em qualquer base é b? — 1, pois
b? = 100,. Logo, existem exatamente b — 1 multiplos de b + 1 com dois algarismos,
sdoelesb+1,2(b+1),3(b+1),..,(-1)(b+1)=>b*—-1. Mas, excluindo o zero,
todo sistema de numeracgéo possui exatamente b — 1 algarismos, devendo, portanto,
existir exatamente b — 1 nimeros da forma a,a,. Como, pelo COROLARIO 3, todos
esses numeros devem ser multiplos de b + 1, concluimos a veracidade da reciproca
param = 2.

O outro corolario do TEOREMA 8, que serd visto a seguir, ndo encontra

paralelo no SNPD.

COROLARIO 4

Seja d; um divisor de b + 1, entdo dg|n se, e somente se, dg| X (—1)'a;.

Demonstracao
A demonstragdo deste corolario se faz do mesmo modo que foi feita a do

TEOREMA 8, s6 que desta vez utilizando congruéncia médulo d; ao invés de s.
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[ |

Como dissemos, na base 10 este corolario ndo encontra aplicacéo, ja que 11 é
primo, mas basta tomar, por exemplo, 14 como base e verificar que os multiplos de 5
devem satisfazer as condi¢cbes impostas por esse corolario. Veja o caso do nimero
A2C3D090114 (utilize a tabela de adi¢do da base 14 contida no APENDICE E).

1°PASSO. (A+C)+(D+9)+1=18+18+1=32+1=33

2°PASSO.2+3+0+0=5

3° PASS0O.33-5=2C

Notando que, na base 14, C -2 = A, e que A=10 =2 x 5, temos ai uma boa
aplicacdo do COROLARIO 4.

Com este corolario completamos o conjunto de resultados que nos permitem
encontrar critérios de divisibilidade eficazes em quaisquer sistemas de numeracao
posicionais.

E interessante notar que, na demonstracdo que apresentamos para o
TEOREMA 7, nado utilizamos a hipotese de que b —1|n para concluir que
n = Yit,a; mod (b —1). Um leitor mais atento pode ter notado que este resultado é
mais geral do que aquele que nos propusemos demonstrar!4, pois, enquanto o
enunciado do TEOREMA 7 faz referéncia apenas ao caso particular em que o niumero
dado é um divisor do antecessor da base do sistema de numeracao, a demonstracao
vai além, afirmando que a soma dos algarismos de um nimero qualquer gera outro
namero que deixa 0 mesmo resto que ele quando dividido pelo antecessor da base
do sistema de numeracdo. Este fato pode ser utilizado para justificar o processo
conhecido como “noves fora” ou “prova dos nove”, por meio do qual é possivel verificar
a validade de calculos de adicao, subtracdo, multiplicacdo ou, até mesmo, divisdo
(vide APENDICE D). Este método, que, no passado, foi bastante ensinado nas
escolas, hoje é pouco conhecido. E preciso dizer que, se a prova dos nove falhar para
um determinado célculo, entdo a conta certamente esta incorreta, mas se ela der
certo, ainda assim, existe a chance de a conta apresentar erro. Isto, contudo, nado

justifica o completo esquecimento deste teste, que antes era visto paralelamente a

14 Esta consideracdo aplica-se também ao TEOREMA 8, ao COROLARIO 2 e ao COROLARIO 4. E possivel ainda
obter generalizagdes para outros resultados apresentados nesta secdo. O TEOREMA 3, por exemplo, ficaria
assim: o algarismo das unidades da representagdo posicional de um nimero e esse nimero sdo congruentes em
relacdo a um divisor da base. Embora a demonstra¢do dada para o TEOREMA 3 ndo garanta isso, ndo é dificil
chegar a essa conclusdo dispondo desse teorema.
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chamada “prova real”. Utilizando os resultados obtidos a partir da demonstragao do

COROLARIO 2, poderiamos inclusive criar um novo tipo de teste, a “prova dos trés”.

3.3 UM TEOREMA CURIOSO E SEU COROLARIO

Nesta secdo apresentaremos dois resultados curiosos que nos fazem refletir
mais uma vez sobre a sutil diferenca que existe entre os conceitos de numero e
numeral, j& que estabelecem relagbes entre numerais (mas ndo numeros!) iguais
expressos em bases diferentes.

Um destes curiosos resultados, que sera demonstrado a seguir, € 0
TEOREMA 9. Para que este teorema possa ser mais bem compreendido vamos,
antes de enuncia-lo, ilustra-lo através de um exemplo numérico.

Considere o conjunto M, (k) dos numerais que representam os multiplos de k
na base b. Observe 0s conjuntos abaixo.

My(5) = {0,5,14,23,32,41,50,55, ...}

M;;(5) = {0,5,4,14,19,23,28,32,37,41,46,50,55,54, 64, ... }.

Lembrando que os elementos desses conjuntos sdo numerais e ndo nimeros*®,
podemos afirmar que My (5) € M;,(5). Isto ndo é apenas uma coincidéncia, o conjunto
associado a menor base estara contido no outro sempre que o valor de k for igual a
diferenca entre as bases.

Vamos ao teorema.

Sejam by < b, bases de dois sistemas de numeracéo posicionais e h = b, — b;.
Entdo, os numerais que representam multiplos de h na base b; ainda
representam, na base b,, multiplos de h. Reciprocamente, se um multiplo de h,
na base b,, é representado por um numeral cujos algarismos sdo todos menores

gue by, entdo esse numeral representa ainda, na base by, um multiplo de h.

Demonstracao
Sejam os ndmeros p e q tais que p = Y, a;bt, q = Y™, a;b e a; < b, para

todo 0 < i < m. Logo, o numeral que representa p em um sistema posicional de base

15 Se 0s elementos dos conjuntos dados fossem nimeros e n3o numerais esses conjuntos seriam evidentemente
iguais, ja que ambos seriam o mesmo conjunto, a saber, o conjunto dos multiplos de 5. Note ainda que o fato de
0s numerais serem iguais ndo implica no fato de os numeros por eles representados serem iguais. Assim, por
exemplo, 236 =15 # 25 = 2311.
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b, € igual aquele que representa g em um sistema posicional de base b,. Seja ainda

h = b, — by. Assim,

m m
h|p<:>p50modh(:>2aib§EOmodh«:)Zai(bz—h)iEOmodh@
i=0 i=0

i

m .
N i
@ZaiZ(—l)J (j)b; ‘W =0mod h &

i=0  j=0
m i .
N
S oap + z aiz(—l)f <]> b, ’h/ = 0mod h &
i=1  j=0

m i .
<=>a0+2ai b§+Z(—1)f (;)b;_jhj =0mod h
i=1 =1

i

m ,
. e P
<:>a0+z aib§+aiZ(—1)1 (j)b; ‘W |=0mod h &

i=1 j=1
m m i .
i i L
< ayhb?d +Zaib§ +Zai2(—1)1 () b, ’h/ = 0mod h &
= = — J
=1 =1 j=1
m m i ,
. AP
s z a;b} + hz aiZ(—l)J () b, '™t = 0mod h &
i=0 =1 j=1 J

m
(:)Zaibé =0modh < q =0mod h < h|q.
i=0
Como todas as passagens foram feitas através de equivaléncias, podemos
concluir que h|p < h|q, ou seja, o teorema esta demonstrado ida e volta.
[ ]

O TEOREMA 9 pode ter seu resultado estendido para os divisores de h, como

é feito no COROLARIO 5.

COROLARIO 5 ‘

Sejam by < b, bases de dois sistemas de numeracéo posicionais e h = b, — b;.
Entdo, se dy|h, 0s numerais que representam multiplos de d;, na base b, ainda
representam, na base b,, multiplos de dj,. Reciprocamente, se um multiplo de d,

na base b,, é representado por um numeral cujos algarismos sdo todos menores

que b4, entdo esse numeral representa ainda, na base by, um multiplo de d,,.
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Demonstracao

A demonstracdo deste corolario se faz do mesmo modo que foi feita a do
TEOREMA 9, s6 que desta vez utilizando congruéncia modulo d; ao invés de h e
concluindo d,|p < d;|q ao invés de h|p < h|q.

[ |

Para exemplificarmos este corolario, consideremos as bases 19 e 7, cuja
diferenca ¢ 12. O que o COROLARIO5 nos garante é que, por exemplo,
M,(6) © M;4(6), ja que 6 divide 12.

De fato,

M,(6) = {0,6,15,24,33,42,51, ...}

M,4(6) ={0,6,C,1,15,1B,1H,24,2A,2G,33,39,3F,42,48,4E,51, ... }.

Neste ponto, percebemos que temos a nossa disposicdo um conjunto de
resultados que nos possibilitam estabelecer comparacdes entre diferentes sistemas
posicionais, pelo menos no que diz respeito aos critérios de divisibilidade.

Comparacfes dessa natureza € o que vamos encontrar na proxima secao.

3.4 CONSIDERACOES SOBRE OUTRAS BASES

E claro que hoje é inconcebivel tentar implantar outro sistema de numeracéo,
dada a enorme difusdo do SNPD em todo o planeta. Contudo, agora que estamos
munidos de diversos teoremas que nos permitem analisar o0 comportamento dos
critérios de divisibilidade em outras bases, ndo nos custa estabelecer algumas
comparacdes entre o sistema decimal e outros sistemas posicionais, avaliando as
possiveis vantagens ou desvantagens de cada um deles.

Se ao invés de cinco dedos, dispuséssemos, em cada mao, de seis dedos, é
bem provavel que a sigla SNPD, que tantas vezes aparece neste trabalho, significasse
sistema de numeracdo posicional duodecimal, pois provavelmente o sistema de
numeragdo mundialmente difundido adotaria a duzia, e ndo a dezena como base. E
isto seria perfeitamente viavel, ja que o nimero doze, assim como o dez, adequa-se
muito bem as necessidades da memoéria humana, uma vez que nao produz numerais
tdo extensos, como ocorre com bases menores, como 2 ou 3, nem tabuadas t&o
grandes como ocorre com bases maiores, a exemplo das bases 20 ou 60.

Como o numero 12 é bem mais generoso que o numero 10 no que diz respeito

a quantidade de divisores, se a humanidade houvesse escolhido o sistema de
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numeracao posicional duodecimal, ao invés do decimal, todos os multiplos de 2, 3, 4,
6 e 12, seriam reconhecidos por suas terminacgdes, e a garantia para isso € encontrada
no TEOREMA 3.

O ndmero 8 manteria, nesse novo sistema, 0 mesmo critério de divisibilidade
de que dispde na base 10, mas o numero 9 disporia nessa nova base de um critério
de divisibilidade melhor do que o do numero 4 na base 10, pois seus multiplos
poderiam ser reconhecidos também pelos dois Ultimos algarismos, mas com a
vantagem de que, no sistema duodecimal ha apenas 16 terminacdes possiveis para
os multiplos de 9, as quais poderiam logo ser memorizadas, enquanto que no sistema
decimal sdo 25 terminacfes possiveis para os multiplos de 4. E a garantia disto tudo?
Encontramo-la nos TEOREMAS 5 e 6. E bem verdade que o nimero 8 passaria a ter
216 terminag8es possiveis no sistema duodecimal contra 125 terminagfes do sistema
decimal, mas quem memoriza 125 terminacfes?

Além disso, os multiplos de 11, no sistema duodecimal, de acordo com o
TEOREMA 7, passariam a ser reconhecidos pela simples soma dos algarismos,
critério mais amigavel do que o que Ihe garante o TEOREMA 8, na base dez, teorema
este, que, aplicado a base doze, fornece um critério de divisibilidade satisfatorio para
0 numero primo 13.

A grande desvantagem do sistema duodecimal em relagcdo ao decimal seria a
perda de bons critérios de divisibilidade para os nimeros cinco e dez. No sistema
decimal, os trés primeiros nameros primos possuem bons critérios de divisibilidade,
embora no sistema duodecimal o critério de divisibilidade do nimero 3 seja melhor.

Neste sentido, a base sexagesimal dos povos da Mesopotamia revela-se
melhor, ja que nela o TEOREMA 3 se aplica aos numeros 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20
e 30. Contudo, esta base apresenta uma enorme desvantagem no que diz respeito ao
tamanho de sua tabuada, a qual excede a capacidade de memorizacdo do cérebro
humano (isso pode ser verificado consultando as tabuadas de adicdo e multiplicagao
da base 60, contidas no APENDICE E).

A seguir apresentamos um resumo dos critérios de divisibilidade do sistema
duodecimal.

1) Todo numero é divisivel por 1.

2) Todos os multiplos de 2, os quais sdo denominados numeros pares,

terminam em 0, 2, 4, 6, 8 ou A.
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3) Todos os multiplos de 3, os quais poderiam ser denominados numeros
“trios”, terminam em 0, 3, 6 ou 9.

4) Um namero € multiplo de 4 quando termina em 0, 4 ou 8.

5) O numero 5 ndo dispde de um critério de divisibilidade satisfatoério.

6) Um numero € multiplo de 6 quando termina em O ou 6.

7) O numero 7 ndo dispde de um critério de divisibilidade satisfatorio.

8) Um numero € multiplo de 8 quando seus trés ultimos algarismos, na ordem
em que aparecem, formam um multiplo de 8.

9) Um numero € multiplo de 9 quando seus dois ultimos algarismos, na ordem
em que aparecem, formam um mudltiplo de 9, isto é, quando termina em 00,
09, 16, 23, 30, 39, 46, 53, 60, 69, 76, 83, 90, 99, A6 ou B3.

10) O numero A néo dispde de um critério de divisibilidade satisfatério.

11) Um numero € multiplo de B quando a soma de seus algarismos resulta em
um multiplo de B.

12) Todo numero terminado em 0 é multiplo de 1012.

13) Um numero € mdultiplo de 1112 quando a diferenca entre a soma dos
algarismos de ordem impar e a soma dos algarismos de ordem par resulta

em um multiplo de 111».

3.5 SUGESTOES DE ATIVIDADES

Como o tema abordado neste capitulo exige inicialmente uma preparacdo a
respeito dos sistemas de numeracao posicionais e nao envolve outras motivacdes que
nao sejam o gosto pelas ideias matematicas abstratas, pensamos que apresenta-lo
como uma sequéncia de aulas para uma turma da educacéo basica ndo € a melhor
estratégia a ser seguida, visto que sdo poucos 0s alunos que apresentam uma forte
motivacdo interna para lidar com temas puramente mateméaticos por muito tempo.
Geraldo Avila, em um artigo publicado em 1995 na RPM 27, intitulado Objetivos do
Ensino da Matematica, afirma “(...) ha questdes puramente tedricas, que exibem belas
idéias, (...) entdo é preciso ter o cuidado de fazer uma boa exposicéo, de preferéncia
que nao dure muito tempo, para cativar e manter os alunos atentos.”.

Pensamos que uma boa estratégia para trabalhar este tema seria envolvendo-
0 como parte de um projeto mais amplo sobre sistemas de numeracgéao, o qual poderia
ser trabalhado com um grupo de alunos dentro de um clube de Matematica ou na

forma de um trabalho para ser apresentado na feira de ciéncias da escola.
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E bom que os alunos tenham contato com temas que sdo de interesse
intrinseco da propria Matematica, cujo ensino pode ser justificado pela propria
relevancia que tem essa disciplina. Vejamos o que mais nos diz Geraldo Avila sobre
esse assunto no artigo ja citado.

O ensino da Matematica se justifica ainda pelos elementos enriquecedores
do pensamento matematico na formacéo intelectual do aluno, seja pela
exatiddo do pensamento l6gico-demonstrativo que ela exibe, seja pelo
exercicio criativo da intuicdo, da imaginacao e dos raciocinios por inducéo e
analogia (RPM 27, 1995).

Ora, a generalizacéo dos critérios de divisibilidade que foi apresentada neste
capitulo contribui para o desenvolvimento das habilidades mencionadas nessa
citacdo. Por exemplo, se estivermos lidando com um grupo de alunos que ja
compreenderam o funcionamento dos sistemas posicionais e que jA dominam a
escrita de numeros naturais em outras bases, seria possivel pedir que escrevessem
0s 20 ou 30 primeiros nimeros na base 6, perguntando se notam ai algum padréo
para os multiplos de 3. Depois de fazer o mesmo com a base 8 e pedir que observem
os multiplos de 4. E bem possivel que percebam que o mesmo ocorrera para 0s
multiplos de 6 na base 12. Os alunos entdo passariam, eles préprios, a procurar
padrdes, criar e testar hipéteses, buscando, quem sabe, justificar por um raciocinio
dedutivo o que foram levados a acreditar ser verdadeiro por indug&o.

O professor pode ainda fazer atividades que estimulem seus alunos a pesquisar
e ampliar seu poder de argumentacéo, dividindo a turma em trés grupos e simulando
um julgamento no qual os alunos deveriam decidir qual a melhor base para um sistema
de numeragéo posicional. Um grupo faria a defesa do sistema decimal, outro do
duodecimal e o terceiro grupo seria constituido pelos jurados.

Outra sugestdo que damos para o professor é que faga um resgate de temas
simples e importantes como os critérios de divisibilidade e a prova dos nove, cujos
testes para as quatro operacdes sdo apresentados e justificados no APENDICE D.

Uma iniciativa que vem sendo estimulada ultimamente é a de, a partir de temas
simples da educacdo basica, conduzir alunos ao estudo de conhecimentos
matematicos mais profundos. Ora, o tema abordado neste capitulo esta totalmente de
acordo com esta proposta, afinal, de temas extremamente simples como sistemas de
numeragéao e critérios de divisibilidade chega-se ao estudo de temas relacionados a

Teoria dos NUmeros.
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CAPITULO 4

REPRESENTACAO POSICIONAL DE
NUMEROS REAIS

Neste capitulo veremos como € possivel representar 0s numeros reais por meio
da notacao posicional. Inicialmente, faremos um breve historico no qual explicaremos
como surgiram 0s numeros reais e qual o caminho percorrido até que passassem a
ser representados por meio do SNPD com a notacdo que utilizamos atualmente. A
seguir, discutiremos a classificacao destes numeros como fracfes posicionais exatas,
periédicas ou como irracionais, bem como a maneira de representa-los em outras
bases, fazendo algumas analises a respeito de periodicidade. Finalizamos o capitulo

apresentando algumas sugestdes de atividades para o professor.
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4.1 CONTEXTO HISTORICO

Toda analise que fizemos até aqui levou em consideracdo apenas o conjunto
dos numeros naturais, contudo, para que nossa exposi¢cdo sobre sistemas de
numeracao posicionais seja completa, ndo podemos deixar de mencionar o conjunto
dos numeros reais, ja que estes numeros também podem ser representados por meio
de uma notacao posicional.

Assim como fizemos com os niumeros naturais no Capitulo 1, acreditamos que
discutir o surgimento dos numeros reais e da representacdo destes nimeros por meio
do SNPD é uma atitude apropriada, pois mais uma vez revela que o conhecimento
matematico é fruto do esforco e da colaboracdo de diversos seres humanos, que,
mesmo as vezes vivendo em épocas e locais diferentes, se esmeram na tentativa de
resolver com engenhosidade os mesmos problemas, propostos por mentes tao
criativas como a daqueles que tentam supera-los.

Limitaremos nossa discussdo aos numeros positivos, uma vez que todas as
andlises que serdo feitas para eles podem ser feitas de maneira analoga para os
nameros negativos, cujo uso no mundo concreto pode ser interpretado de acordo com
0 contexto com o qual se esteja lidando, como dividas; temperaturas abaixo do ponto
de fusdo da agua, quando medidas em graus Celsius; velocidades de corpos em
movimento retrogrado; etc. Além disso, tratando ainda dos numeros negativos,
gostariamos apenas de ressaltar um fato histérico, pela surpresa que costuma causar
em nossos alunos, o fato de que estes sé foram aceitos como nameros muito depois
de os homens ja estarem acostumados com o uso dos numeros racionais.

Os nuameros reais surgiram a partir da necessidade que o homem tem de medir,
isto é, de estabelecer comparacdes entre grandezas de mesma natureza. Para contar,
0S numeros naturais sdo o suficiente, contudo, ao efetuarmos medic¢des, como quando
comparamos segmentos, por exemplo, nem sempre um deles “cabe” um numero
inteiro de vezes no outro. Na llustracdo 15, o segmento de comprimento u, tomado
como unidade, cabe 7 vezes no segmento AB, de modo que podemos dizer que o
segmento AB mede 7 u.

llustragao 15
Segmento de medida inteira na comparagao com a unidade.



87

Contudo, isto ndo € o que frequentemente ocorre. Na llustracéo 16, a unidade

visivelmente ndo cabe um numero inteiro de vezes no segmento AB.

A L u u B

llustragao 16
Caso em que a unidade ndo cabe um numero inteiro de vezes no segmento AB.

Os gregos da época de Pitagoras contornavam este problema tomando um
terceiro segmento que fosse submudltiplo tanto da unidade quanto do segmento AB,
isto é, que coubesse um numero inteiro de vezes, tanto na unidade, quanto no
segmento AB.

Por exemplo, se CD é metade da unidade e cabe 7 vezes em AB, como consta
na llustracdo 17, entdo dizemos que o segmento AB esta para a unidade assim como

7 esta para 2.

A
u
O———)
Oe—)

llustragao 17
Segmento AB comensuravel com a unidade e seu submultiplo comum CD.

., 7 e
Atualmente, diriamos que AB mede 5 U. Contudo, para os gregos da época de
Pithdgoras, quando se pensava em numeros, pensava-se em numeros naturais. Para
7 ~ - ~ . -
eles 7 Nao era um nimero, mas uma relagéo entre dois numeros.

Os egipcios tinham uma forma ainda mais complicada de olhar para as fracées,
pois, com excecado das fracOes 2/3 e 3/4, que podiam ser representadas por meio de
simbolos especialmente criados para isso, as demais fracbes eram obtidas como a
soma de fragbes unitarias, ou seja, fracbes de numerador 1. Isto porque para
representar uma fragdo como 1/5, por exemplo, escrevia-se o numeral de valor 5
adicionando-se o simbolo <= sobre ele.

Voltando a Grécia, por volta do século V a.C., os gregos ainda acreditavam
gue, dados dois segmentos quaisquer, haveria sempre um terceiro segmento que

caberia um numero inteiro de vezes em ambos. Embora nossa intuicdo nos diga que
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isto é verdadeiro, uma vez que podemos pegar segmentos tdo pequenos quanto
gueiramos, o fato € que isto € falso, ou seja, existem pares de segmentos, digamos
AB e CD, que quando tomados para efeito de comparacéo, ndo possuirdo nenhum
submultiplo comum, isto é, ndo h& um terceiro segmento, por menor que ele seja, que
caiba um numero inteiro de vezes tanto em AB quanto em CD. Neste caso, dizemos
gue AB e CD sdo segmentos incomensuraveis.

A descoberta dos incomensuraveis representa um dos grandes momentos da
Historia da Matematica, pois reforca a ideia de que néo € possivel confiar apenas nos
sentidos, sendo preciso desenvolver métodos seguros para guiar o raciocinio, ideia
defendida pela Academia de Platdo que, ao que parece, criticava os métodos
utilizados pelos matematicos da época. Além disso, essa descoberta pode ter sido um
dos fatores que contribuiu para uma separagao no tratamento das grandezas e dos
nameros.

Costuma-se creditar a um pitagorico a descoberta dos incomensuraveis.
Segundo a lenda, este individuo teria sido perseguido pelos demais membros dessa
escola apos ter feito tal descoberta, ja que ela refutava a ideia defendida por seus
adeptos de que todas as coisas poderiam ser descritas através dos nuameros
(naturais). Contudo, pelos novos estudos que tém sido feitos no campo da Historia da
Matematica, esta lenda parece realmente nao passar disso, “uma lenda”, e mesmo a
descoberta dos incomensuraveis parece nao ter sido feita no seio da escola pitagorica.
Alids, até o famoso teorema que leva o nome de Pitdgoras, provavelmente ndo teria
sido demonstrado nem por ele, nem pelos membros de sua escola. A esse respeito
falam Tatiana Bosque e Jodo Bosco Pitombeira no material produzido para a disciplina
do PROFMAT, Tépicos de Historia da Matematica.

Além de duvidar que a possibilidade de grandezas incomensuraveis tenha
sido vislumbrada no seio da escola pitagérica, alguns pesquisadores, como
Burkert e Knorr, contestam até mesmo que esta descoberta tenha
representado uma crise nos fundamentos da Matematica grega (2012, p. 60-
61).

(...) se existiu uma “Matematica pitagorica”, tratava-se de uma pratica
bastante concreta. Mesmo o famoso teorema “de Pitagoras”, em sua
compreensdo geomeétrica como relacdo entre medidas dos lados de um
tridngulo retdngulo, ndo parece ter sido particularmente estudado por
Pitdgoras e sua escola (2012, p.53).

(..

N&o se conhece nenhuma prova do teorema que tenha sido fornecida por
algum pitagérico e a possibilidade de que ela exista parece pouco provavel.
Além disso, o teorema “de Pitagoras” dos pitagéricos ndo deveria ser um
resultado geométrico (2012, p. 57).
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O problema dos segmentos incomensuraveis estava relacionado com
importantes resultados da Matematica elementar, os quais ja eram conhecidos pelos
gregos, como o teorema de Tales. Esse problema foi resolvido ainda na antiguidade
cldssica por Eudoxo (aproximadamente 408-355 a.C.), um dos discipulos da
Academia de Platdo, sem fazer mencao a numeros irracionais. Milénios se passaram
até que o matematico Richard Dedekind (1831-1916) apresentasse uma solucéo
moderna para o problema, entretanto o proprio Dedekind confessou ter buscado sua
inspiragéo nas ideias de Eudoxo.

Hoje aceitamos que dados dois segmentos incomensuraveis, ao tomarmos um
deles como unidade, a medida do outro, em relacdo a essa unidade, serd um novo
tipo de namero, o qual, por ndo ser racional, recebe o nome de irracional, sendo o
conjunto que reune todos os racionais e todos os irracionais denominado conjunto dos
nameros reais. Definir o que € um numero real, entretanto, foge ao escopo deste
trabalho.

Mostraremos um caso de namero irracional associado a ideia de segmentos
incomensuraveis que € conhecido desde a antiguidade. Trata-se do caso do lado e da
diagonal de um quadrado, o qual sera abordado aqui justamente por seu valor
histérico.

De fato, tomando o lado AB e a diagonal AC de um quadrado ABCD, tal qual o
da llustracdo 18, afirmamos que ndo existe nenhum segmento que caiba em ambos

um ndmero inteiro de vezes.

llustragao 18
Um quadrado e sua diagonal.

Para provar que isso é verdade vamos supor o contrario, isto €, que existe um
segmento de reta PQ, de comprimento c, que cabe m vezes na diagonal AC e n vezes
no lado AB do quadrado ABCD. Vamos ainda supor que esse segmento € 0 maior
dentre todos com esta propriedade.

Sabemos, pelo teorema “de Pitagoras”, que a razao entre a diagonal e o lado

de um quadrado é v/2, assim
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%:ﬁ:%:ﬁ:%:ﬁ:%;:Z:mz = 2n2.
Da ultima igualdade concluimos que m? é par, o que significa que m também o
€. Logo podemos escrever m = 2k, de modo que a Ultima igualdade fica
(2k)? = 2n* = 4k? = 2n? = 2k?* = n?
de onde se deduz que n?, e, portanto, n, também é par. Podemos assim escrever n =
2t.
Logo AC = mc = 2kc = k(2c) e AB = nc = 2tc = t(2c). Mas isso significa que
existe um segmento com o dobro do comprimento de PQ que é submultiplo de AB e
de AC, contrariando nossa hipotese de que PQ seria o maior segmento com essa
propriedade. Portanto, AB e AC devem ser incomensuraveis.
A par desta informacgéo, construimos um quadrado OABC com o lado OA sobre
a reta real, de tal modo que O seja a origem e OA seja tomado como unidade.
Tragando uma circunferéncia a de raio OB e centro O, o ponto P de interseg¢ao de a
com a reta determina um segmento OP cujo comprimento € igual ao da diagonal OB
do quadrado. Como a unidade é o lado OA do quadrado, pode-se deduzir dai que o
ponto P da reta estd associado a um numero irracional, ja que OP e OA séao

incomensuraveis. O que acabamos de descrever esté ilustrado a seguir.

C B

P

; -

llustragao 19
O ponto P obtido a partir da diagonal do quadrado representa a posigao

do irracional V2 na reta gue tem como unidade o lado OA do quadrado.

Uma vez que estejamos conscientes da impossibilidade de representar todos
0s pontos da reta por meio de fragbes ordinarias, visto que sabemos que ha nela
pontos associados a numeros irracionais, 0s quais ndo podem ser representados
como a razao entre dois inteiros, precisamos de uma notagcao que nos possibilite
representar qualquer numero real, seja ele racional ou ndo. Além de representar todos
0S nuameros reais, tal notacdo deve ainda garantir que dois niumeros reais distintos

tenham representagdes também distintas.
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E ai que entra a representacdo posicional dos nimeros reais, cuja ideia
fundamental é baseada no fato de que, como em um sistema posicional de base b um
algarismo de ordem imediatamente maior que a unidade tem seu valor multiplicado
por b e 0 seguinte por b* e assim por diante, um algarismo que seja de ordem
imediatamente menor que a unidade deve ter seu valor dividido por b, 0 seguinte por
b?, e assim por diante. Ou seja, se x € um nimero real, entao

X = a,b™+ - +a,b? + a;bt + agh® + ;b7 + b2 + -+ b + -
em que o0s q; e 0s ¢; sdo algarismos de um sistema de numeragao posicional de base

b.

E assim que, para nés, o numeral 1,75 significa 1 + 1—70 + % ja que utilizamos

a base dez. Alias, no caso especifico dessa base, a hotacéo 1,75 é chamada de fracéo

. ¢~ ~ .. .- ~ 7
decimal, em contraposicao ao termo fracdo ordinaria utilizado para a notagcéao L due

também pode ser utilizada para representar este mesmo namero.

Quanto a demonstracdo de que tal notacdo atende as duas condicdes
mencionadas anteriormente, isto é, representa todos 0os numeros reais de tal forma
gue a dois numeros reais distintos correspondem representacées também distintas,
isto sera feito na préxima secéo.

Os mesopotamicos, por volta do século XIX antes da era crista, jA conheciam
este principio, que aplicavam evidentemente a sua base, a qual, como ja sabemos,
era sexagesimal. E assim que um numeral como 0,13 para eles significaria
1 3 7

- + = =

" =200 700" Porém, como era de se esperar, 0s mesopotamicos nao dispunham

de uma notacdo simples e clara como a atualmente utilizada no SNPD. Para
representar suas fracdes sexagesimais eles se serviam de algarismos como 0s que
vimos no Capitulo 1 e ndo dispunham da virgula para separar a parte inteira da nédo
inteira, sendo as ambiguidades resultantes da auséncia de um simbolo especifico com
esta finalidade esclarecidas a partir do contexto ou de elucidacdes feitas oralmente
sobre a grandeza dos numeros, que eram expressos por meio de marcas feitas em
tabuletas de argila.

Embora os mesopotamicos tenham utilizado fragbes posicionais ha
aproximadamente quatro milénios, este conhecimento, devido as dificuldades de

comunicacao que existiam no passado, acabou se perdendo.
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Atualmente, embora no Brasil seja consagrado uso da virgula para separar a
parte inteira da néo inteira, ha paises como Inglaterra e Estados Unidos que utilizam
0 ponto com esta finalidade, como pode ser facilmente constatado em muitas
calculadoras. O uso do ponto para indicar a parte inteira parece ter-se estabelecido
guando John Napier (1550-1617) publicou suas tabelas de logaritmo utilizando esta
notacéo, ao que parece ele teria sugerido o uso deste ou da virgula, em 1617, e optado
pelo ponto, em 1619. Antes disso, na Alemanha, primeiro Adam Riese (c.1489-1559),
em 1522, publicou uma tabela, na qual utiliza frac6es decimais para expressar o valor
de raizes quadradas e depois, em 1530, Cristoff Rudolff (ca.1500 -ca.1545) demonstra
dominar o uso dessas fracdes, utilizando uma barra vertical ao invés da virgula.
Todavia, o primeiro tratado europeu sobre fracdes decimais foi escrito em 1585, pelo
flamengo Simon Stevin (1548-1620), que utilizou, entretanto, uma notagdo pouco
pratica.

Para concluir nossas consideracdes sobre a histéria da representacdo dos
nameros reais voltaremos ao ponto de onde partimos: as medigcbes. Como € muito
natural, diferentes povos, em diferentes épocas, desenvolveram diferentes sistemas
de pesos e medidas. Contudo, com o desenvolvimento cientifico, tornou-se necessario
estabelecer padrdes a serem seguidos por toda comunidade cientifica. Um dos
esforcos mais notaveis nesse sentido ocorreu na Franca, no periodo da Revolucéo,
quando diversos cientistas de renome, entre eles ilustres mateméticos como Lagrange
(1736-1813), Laplace (1749-1827) e Monge (1746-1818), se reuniram para formar
uma comissao especificamente para tratar dessa questdo. Dai surgiram unidades
como o metro, para medir comprimentos, o quilograma para medir pesos, e o litro,
para medir volumes, todas perfeitamente adaptadas ao SNPD, ja que os multiplos e
submultiplos dessas unidades eram todos decimais, mostrando como esse sistema
de numeracdo ja havia, nessa época, se imposto como sistema de numeracéo
dominante na Europa, pelo menos entre os membros da comunidade cientifica. Para
se ter uma ideia da evolucéo que isto representa, basta pensarmos em um simples
calculo que fazemos quando estamos ainda na escola, tentando descobrir o tempo
gue um automovel leva para percorrer, a uma velocidade constante de 70 km/h, a
distancia em linha reta entre duas cidades A e B, que encontram-se a 161 km uma da
outra. A resposta para esse problema é 2,3 h. Pois bem, se estivéssemos
acostumados a lidar com o tempo de forma decimal, e ndo sexagesimal essa resposta

ja seria bastante esclarecedora e nossos calculos acabariam ai. Contudo, ndo € isso
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que ocorre, e precisamos converter nossa resposta para o sistema sexagesimal, 0
gue se faz considerando que 0,3 h = 0,3 x 60 min = 18 min. Assim, a resposta util para

este problema é 2 h 18 min, ja que o valor 2,3 h ndo é tdo esclarecedor para nos.

4.2 REPRESENTACAO POSICIONAL DOS REAIS

Na sec¢do anterior prometemos provar que a notacao posicional nos possibilita
representar todos 0os nimeros reais sem que dois destes nimeros possuam a mesma
representacéo. E com esta prova que iniciamos esta secao.

Assumindo que a cada numero real x estd associado um ponto P da reta,
vejamos como encontrar a representacao posicional do nimero real x na base b, seja
ele racional ou ndo. Para o caso de numeros reais negativos o procedimento sera
similar ao descrito aqui.

Para isso, marguemos na reta todos 0s pontos associados a numeros inteiros,
chamando de Pn 0 ponto associado ao inteiro n. Assim, ao marcarmos um ponto P
qualquer da reta, este ponto estara associado ao numero real x. Como estamos
admitindo que x € positivo, P deve estar a direita da origem. Ha apenas duas
possibilidades: ou o ponto P € um dos pontos que ja haviamos marcado, isto é, x é
igual a um inteiro n e jA sabemos como representa-lo ou P esta entre os pontos Pn e
Pn+1. Na segunda hipétese, diremos que n € a parte inteira de x, tendo esta parte a
representacdo posicional do inteiro n na base b e sendo seguida de uma virgula que
a distinguira da parte ndo inteira, a qual mostraremos como encontrar. Observe a
llustracao 20, na qual damos um exemplo no qual n = 3 e P esta entre os pontos, Ps

e Pa.
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llustragao 20
Ponto P localizado entre dois inteiros.

Para encontrarmos o primeiro algarismo da parte ndo inteira de x, subdividimos
0 segmento de comprimento unitario com extremidades em Pn e Pn+1, N0 qual o ponto
P se encontra, em b segmentos de mesmo comprimento, o que é feito marcando os
pontos P}, P}, P, ..., P}_,, igualmente espacados entre Pn = P§ € Pn+1 = P}, conforme
feito na llustragdo 21 para a base 10. Se P = P}, com 0 < ¢; < b entdo o primeiro

algarismo da parte ndo inteira de x € c;. Caso contrario, P pertence ao interior de um
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dos b segmentos em que PnPn+1 foi dividido e, neste caso, consideraremos como
primeiro algarismo da parte néo inteira de x o indice ¢;, com 0 < ¢; < b, do ponto P}
correspondente a extremidade esquerda do segmento que contém P. No exemplo
fornecido pela llustracéo 21 temos, como representacéo parcial de x na base decimal
3,6.

P, P P,
: o .
3 4

llustragao 21
Ponto P localizado entre 6 e 7 décimos.

Tomando agora o segmento Pclchl1+1 gue contém P, podemos marcar nele os
pontos P?, PZ PZ ..,Pi_, que o dividirdo em b partes iguais e repetindo o
procedimento anterior encontramos 0 segundo algarismo da parte ndo inteira, que
denominaremos c,. Este procedimento pode ser repetido infinitamente ou até que o

ponto P coincida com um dos pontos Pk

%+ Sendo, neste Ultimo caso, ¢, 0 ultimo

algarismo da parte ndo inteira, que possuira k algarismos.

Note que, por este procedimento a medida do segmento OP, ou seja, 0 numero

xX=n+ z cib™
i=1

em que n é o nimero de segmentos unitarios que cabem em OP, b~ é o comprimento

real x sera dado pela série infinita

dos segmentos obtidos apds a i-ésima subdivisdo do segmento de comprimento
unitario e os c;, que serao denominados algarismos de ordem —i de x, representam o
nimero méaximo de segmentos de comprimento b~' que cabem no que “sobra” do
segmento OP depois que “encaixamos” os segmentos de comprimento b~'*1, Perceba
gue mesmo no caso em que tivermos uma representacao posicional finita para x a
igualdade acima € valida, desde que consideremos ¢; = 0 quando i > k.

Quanto ao fato de que uma mesma representacdo posicional ndo pode
corresponder a dois niumeros reais distintos x; e x,, associados aos pontos P1 e Pz,

respectivamente, isto se deve ao fato de que, sendo P1 e P2 pontos distintos deve
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haver uma distancia [ entre eles, de tal modo que existe um nimero natural m tal que

1 1 . ~ 7
[ >—, em que ~— & o comprimento do segmento F; P;" ,,que ndo podera, portanto,

et
conter ambos os pontos P1 e P2. Assim, o algarismo de ordem —m de x; ndo pode ser
igual ao de x,, 0 que garante que suas representacdes posicionais ndo sao iguais.

Note que ndo estamos dizendo aqui que existe uma bijecao entre o conjunto
dos numeros reais e suas representacfes pela notacdo posicional, até porque tal
bijecdo ndo existe. Mas antes de elucidar melhor esta questdo vejamos como
podemos classificar os nimeros reais quanto a sua representacao posicional.

Como vimos, a representacao posicional de um namero real pode ser finita ou
infinita. Os irracionais possuem necessariamente representacdo posicional infinita,
caso contrario, pelo gue foi visto acima, o segmento associado ao irracional (que deve

ser incomensuravel com a unidade) e a unidade possuiriam um submultiplo comum
. 1 . . ~ . ~ .. .
de comprimento P Quanto aos racionais, serdao denominados fragées posicionais

exatas (decimais exatos no SNPD) se admitirem representacdo posicional finita e
fracOes posicionais periddicas (dizimas periddicas no SNPD) caso admitam apenas
representacdo posicional infinita, pois, neste caso, essa representacdo apresentara
um periodo, isto €, uma sequéncia finita de algarismos que comeca a repetir-se
infinitamente, sem que outros algarismos aparecam entre dois periodos consecutivos.
Para que o periodo figue bem definido, diremos que é a primeira e menor das
sequéncias finitas de algarismos da parte ndo inteira que apresenta repeticao infinita.
Assim, no SNPD:

0,25 35 75,3 57777777 4,01
sao fracdes decimais exatas, enquanto:
5777... 0,343434... 9,541878787... 0,00451451451...

sdo exemplos de dizimas periddicas de periodo 7, 34, 87 e 451, respectivamente.

Quando a parte nao inteira da dizima periddica € constituida exclusivamente
pelas repeticdes do periodo, dizemos que a dizima periddica € simples. Dentre 0s
exemplos de dizimas periddicas dados acima, apenas os dois primeiros sao de
dizimas periddicas simples. Quando uma dizima periodica ndo € simples dizemos que
ela é composta.

Quando estamos trabalhando com fragfes proprias, podemos afirmar que toda
dizima periddica simples pode ser colocada na forma de uma fragcao ordinaria cujo

denominador é constituido por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo.
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Assim, dos exemplos dados anteriormente temos 0,343434...= %. Por outro lado, se

a fragcéo nao for propria, como é o caso de 5,777 ..., fazemos 5,777 ...= 5+ 0,777 ... =

542=2
9 9

No caso das dizimas peridédicas compostas, o denominador da fracdo geratriz
(que € aquela que gera a dizima, dai 0 nome) é um ndamero constituido por tantos
noves quantos sdo os algarismos do periodo acrescido de tantos zeros quantos sdo
os algarismos da parte que nao é peridédica nem inteira. Ja o numerador, € o resultado
da diferenca entre o numero escrito até o ultimo algarismo do primeiro periodo e esse
mesmo numero sem o periodo. Assim, a dizima 9,541878787..., que foi dada como

exemplo anteriormente, tem sua frag&o geratriz obtida como se segue.

954.187 — 9541  944.646
99.000 ~99.000

O primeiro procedimento descrito para dizimas periddicas simples se justifica

9,541878787...=

facilmente considerando x = 0,343434 ... e multiplicando essa equacao por 100 (essa
escolha ndo é aleatdria, devendo-se ao fato de que o periodo da dizima tem dois
algarismos, se tivesse trés, por exemplo, teriamos escolhido 1000, pois o objetivo é
transformar o periodo em parte inteira, obtendo uma nova dizima com a mesma parte
nao inteira). Assim, obtemos 100x = 34,343434 .... Efetuando a diferenga entre esta

Gltima equacéo e a primeira chega-se a 99x = 34, de onde é possivel concluir que

x=z—: e como x = 0,343434 ..., temos que 0,343434...=2—:. Acreditamos que

simplesmente descrever os procedimentos para os alunos, sem justificar sua validade
quando isto € perfeitamente possivel, como neste exemplo, € uma atitude lamentavel
da parte do professor, que tira do aluno o prazer de conhecer uma das mais belas
facetas da Matemética que é a apresentacdo de argumentos bem articulados para
justificar procedimentos praticos. Agindo desse modo, o professor forma operarios que
executam ordens sem refletir sobre elas, agindo de outro modo se contribui para a
formacao de cidaddos que questionam o porqué das coisas e agem para transformar
arealidade. Na secao “Sugestdes de Atividades”, apresentada ao final deste capitulo,
damos uma sugestdo de como abordar o céalculo da fracdo geratriz com os alunos, a
qual, pensamos, deve preceder a justificativa mostrada aqui por meio de um exemplo
numerico.

No exemplo em que a dizima periddica é composta, podemos dar uma

justificativa parecida fazendo x = 9,541878787 ... e multiplicando esta equacéo por
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1000 (valor escolhido por transformar a dizima composta em uma dizima simples).

Assim obtemos 1000x = 9541,878787 ... = 9541 4+ 0,878787 ... = 9541 + % . Logo,

9541 87 _ 99-9541+87 _ (100-1)-9541+87 _ 954100-9541+87 _ 954187-9541 Assim

T 1000 ' 99000 99000 99000 - 99000 99000 '
954.187-9541 . . . -

9,541878787...= ————— . Embora demonstra¢cdes mais gerais, que ndo envolvam

99.000

exemplos numeéricos, sejam possiveis, ndo pensamos que sejam elas as mais
adequadas para apresentar para os alunos, pois talvez tornassem as coisas mais
obscuras, ao invés de mais claras. O que o professor precisa ter é o cuidado de
selecionar bons exemplos (uma dizima como 0,56898989..., por exemplo, poderia ndo
ser conveniente para uma primeira explicacdo, jA que as partes periddica e nao
periodica ttm o mesmo numero de algarismos) e de justificar cada passo realizado,
mostrando, por exemplo, como o niumero de zeros no denominador esta realmente
relacionado com o numero de algarismos ndo periédicos da parte nao inteira, ja que
o valor 1000, que gerou esses zeros, foi escolhido em funcdo dessa quantidade de
algarismos.

Antes de prosseguirmos em nossas explicacbes, vamos retomar uma
consideracao feita anteriormente. Dissemos que néo existe uma bijecdo entre o
conjunto dos numeros reais e o de suas representacbes por meio da notacao
posicional. De fato, no que diz respeito ao SNPD, toda fracdo decimal exata ndo nula
possui também uma representacdo na forma de dizima periddica de periodo 9
(0,25 =0,24999... e 1 =0,999... sdo dois bons exemplos). Contudo, se excluirmos
estes casos, podemos considerar que todo numero real pode ser representado de
maneira unica sob a forma decimal.

Para que isto fique claro, vamos provar o caso particular 1 = 0,999..., ou melhor,
vamos dar uma prova deste fato para qualquer sistema de numeracao posicional,
provando queset=b —1, entdo 1 = 0, ttt ... .

Vejamos, O,ttt..=t-b1+t-b™2+t-b3+--, que é a soma de uma

progressdo geométrica com infinitos termos e razéo iguala b™1. JAque 0 < b~ 1 < 1,

t-b~1
1-p~1'

sabemos que esta soma resulta na expressao Substituindo t por b — 1 nesta

_ (-1)pt  1-p7?

= =1.
1-p~1 1-p~1

expressao obtemos 0, ttt ...

Na verdade, embora néo tenha sido isto o que demonstramos acima, € possivel

afirmar que, assim como ocorre no SNPD, em sistemas posicionais que adotam outras
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bases teremos também uma representacéo peridédica de periodo b — 1 para todas as
fracOes posicionais exatas, com excecdo do zero, obviamente.

Vamos provar agora que se um numero racional ndo admite representacao
posicional finita, entdo sua representacdo é periodica. Isto se faz por meio do algoritmo
da divisédo, j& que é ele que utilizamos para converter nimeros racionais da forma de
fracdo ordinaria para a forma de fracédo posicional.

Considere, por exemplo, o racional % tal que m e n sdo naturais e n ndo é

zero. Uma vez obtido o resto r, da divisao inteira de m por n, para efetuarmos a
divisdo continuada devemos converter as r, unidades restantes em 10r, décimos e
efetuar a divisdo por n, achando o novo resto r;. Devemos entéo proceder da mesma
maneira que antes, convertendo os r; décimos restantes em 10r;centésimos, 0s quais
serao divididos por n. Repetindo este procedimento, certamente ocorrera uma destas
duas situacoes:

12) Para algum resto r;, obteremos 10r; tal que n|10r;, de modo que r;,; =0 e

. - m ., -
consequentemente todos os demais restos, ou seja, —eéum decimal exato.

2%) Como temos um numero limitado de restos r;, ja que 0 < r; < n, se nenhum deles,
depois de multiplicado por 10, gerar um numero divisivel por n, entdo, em algum

momento, um dos n — 1 numeros 10r; repetir-se-4, gerando, a partir dai, a mesma

sequéncia de algarismos no quociente da divisdo de m por n, isto €, % € uma dizima
periodica.

Observe que a segunda situacdo € precisamente a dos numeros que hao
possuem representacao posicional finita, ja que r; ndo € nunca nulo neste caso.

Aquele que desejar obter um exemplo numérico para o segundo caso pode
consultar a parte do APENDICE C dedicada a divisdo. L4 apresentamos uma divisdo
interrompida no momento em que uma repeticdo como a descrita acima ocorre.

Note que, adicionalmente, demonstramos que o periodo de uma dizima cujo
denominador da fracao geratriz é n, pode ter, no maximo, n — 1 algarismos.

Se, na primeira situagao, ao invés de utilizarmos restos r; tais que 0 < r; < n,
como determina o algoritmo da divisédo, utilizassemos restos 0 <r; <n, entdo
obteriamos as representacdes posicionais infinitas e periddicas que as fracdes

decimais exatas também possuem.
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Uma pergunta que pode surgir das consideracfes anteriores €: sob que
circunstancias um numero racional podera ser representado como decimal exato?

Deixaremos a resposta desta pergunta para a proxima secao.

4.3 CONSIDERACOES ACERCA DE PERIODICIDADE

Para dar inicio a esta secdo analisaremos primeiro a maneira como medimos
segmentos utilizando o SNPD. Consideremos para tanto um segmento AB cuja
medida na forma de frac&o ordinaria € dada pelo numero racional 7/2.

Ja vimos que, quando dizemos que o segmento AB mede 7/2 u, estamos
dizendo que ha um outro segmento CD, que cabe 2 vezes na unidade e 7 vezes no
segmento AB (llustracéo 17). Note, contudo, que, embora CD seja o maior segmento
que cabe um namero inteiro de vezes na unidade e em AB ele ndo € o Unico segmento
com esta propriedade. Assim, se tomassemos um segmento com um quinto do

comprimento de CD, este segmento caberia 10 vezes na unidade e 35 vezes no

. . , . 35 7
segmento AB, ou seja, tal segmento corresponderia ao nimero racional = = -, mas

35 5 .4 ~ .
como sabemos o= 3+ o due nada mais é que a fragdo decimal 3,5. Geralmente,

quando trabalhamos com fra¢des ordinarias, buscamos uma fracédo irredutivel, isto é,
tentamos encontrar o maior segmento que é submuitiplo da unidade e do segmento
gue pretendemos medir. Quando trabalhamos com fra¢cdes decimais, abrimos méao
disto, escolhendo sempre submudltiplos decimais da unidade e verificando quantas
vezes esse segmento cabe no segmento que esta sendo medido.

A 35 décimos

PO—— O T T D S S S—_

10 décimos

u

décimo

llustragao 22
Medida do segmento AB utilizando décimos da unidade.

No caso do segmento AB ilustrado acima, o décimo da unidade era também
submultiplo de AB, contudo, isto poderia ndo ocorrer. Se este fosse 0 caso,
subdividiriamos os décimos em dez partes iguais, encontrando centésimos, e

verificariamos se estes caberiam um numero inteiro de vezes no segmento AB. Se
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isto ndo fosse o bastante subdividiriamos os centésimos em milésimos e assim por
diante.

Seguindo o procedimento que acabamos de descrever duas coisas podem
ocorrer: ou em um determinado momento encontraremos um submultiplo decimal da
unidade que caberd um numero inteiro de vezes em AB (como na llustracdo 22) ou
ficaremos repetindo os passos descritos indefinidamente sem nunca chegarmos a
encontrar um submultiplo decimal que caiba em AB um numero inteiro de vezes (como
veremos na llustragédo 23), contudo, nesta segunda hipdtese, conseguiremos nos
aproximar cada vez mais da medida exata de AB, podendo parar no momento em que
encontrarmos uma aproximacao que nos satisfaca.

A llustracdo 23 mostra 0 caso em que a unidade, representada pelo segmento
azul, foi intencionalmente escolhida com o triplo do comprimento de AB.

llustragao 23
Tentativa de encaixar submultiplos decimais da unidade cada vez menores
em um segmento AB de medida 1/3 conduzindo a um processo infinito.

Neste caso, hem décimos, nem centésimos, nem mesmo milésimos sdo o
bastante para garantir um “encaixe” perfeito no segmento AB, embora, como mostrado
na llustracéo 23, consiga-se uma aproximacao cada vez melhor na medida em que se
tomam submultiplos decimais da unidade cada vez menores.

Note-se, contudo, que ndo se trata, neste caso, de segmentos
. L, . ., . 1 S e
incomensuraveis, ja que a medida de AB é S, apenas a escolha de submultiplos
decimais para a unidade nos levou a medida aproximada 0,333 u para o segmento

AB, a medida exata é dada pela dizima periodica 0,333..., em que as reticéncias

indicam que ha infinitos 3 apods a virgula. Outra notacdo possivel para as dizimas é

0,3, na qual uma barra é colocada sobre o periodo.
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Por outro lado, se, no caso da llustracéo 23, abrissemos méao da exigéncia de
utilizar submdltiplos decimais da unidade para, ao invés disso, utilizarmos
submultiplos ternarios da mesma unidade, obteriamos como resultado para a medida

do segmento AB o numero 0,13, que € uma fracdo posicional exata no sistema
;. . 1 . ~ -
ternario, ou seja, 3= 0,333 ... = 0,15. Isto nos leva a seguinte conclusdo: nimeros que

sdo, em determinada base, expressos apenas por meio de fragbes posicionais
periodicas, admitem, em outras bases, representacao posicional finita.

Caso AB fosse incomensuravel com a unidade, o procedimento para medi-lo
seria analogo ao que acabamos de descrever, mas sempre teriamos de nos conformar
apenas com uma aproximacao dessa medida, ja que, neste caso, o procedimento
descrito é infinito para qualquer base que tomemos.

Visto que a possibilidade de encontrar uma representacao posicional finita para
um numero racional depende da base do sistema de numeracdo em que ele esta
sendo expresso, como acabamos de ver, convém retomar uma pergunta feita antes,
s6 que agora sem nos restringirmos ao SNPD: sob que circunstancias um namero
racional admite representacao posicional finita?

Agora sabemos que a resposta para esta pergunta certamente deve envolver
a base do sistema de numeracdo em que 0 numero racional esta sendo representado.

Antes de responder a pergunta em negrito, achamos prudente de nossa parte
observarmos alguns exemplos de fragBes posicionais em bases diferentes da decimal,
a fim de nos acostumarmos com esta notagéo.

A llustracao 24, por exemplo, da um significado geométrico para o numero
1,1012, representado no sistema binario.
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1,101u

b | =

llustragao 24
Encaixando submultiplos bindrios da unidade em um segmento AB.

Ou seja, afirmar que a medida do segmento AB, expressa no sistema binario,
é de 1,1012 u significa que tomamos a unidade e dividimo-la em duas partes iguais,
obtendo assim um meio da unidade, depois dividimos este meio também em duas
partes iguais, obtendo assim um quarto da unidade, depois dividimos o quarto em
duas partes iguais obtendo assim um oitavo da unidade. A seguir, percebemos que,
no segmento AB, cabem uma unidade, um meio e um oitavo, ndo sendo necessario

utilizar nenhum quarto. Portanto, o nUmero que representa a medida do segmento AB
¢, defato, 1+-+-=1-2°+1-27240-272+1-27° = 1,101,.

Como forma de apresentarmos mais alguns exemplos de nameros racionais
expressos como fragdes posicionais pedimos que o leitor observe a tabela 2, a qual

contém a representacao das fracdes proprias 1/2, 1/3, 3/4, 2/5, 5/6 e 4/7 sob esse

formato em diversas bases.
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0,1 0,01 0,11 0,0110 0,110 0,100
0,1 0,1 0,20 0,1012 0,21 0,120102
0,2 0,1 0,3 0,12 0,31 0,210
0,2 0,13 0,3 0,2 0,40 0,241203
0,3 0,2 0,43 0,2 0,5 0,32
0,3 0,2 0,51 0,2541 0,5 0,4
0,4 0,25 0,6 0,3146 0,652 0,4
0,4 0,3 0,6 0,35 0,74 0,512
0,5 0,3 0,75 0,4 0,83 0,571428
0,5 0,37 0,82 0,4 0,91 0,631
0,6 0,4 0,9 0,4972 0,4 0,6A43518
Tabela 2

Representagdo posicional de algumas fragdes préprias em diferentes sistemas de numeracgao.

Observando com atencéo a tabela 2 podemos encontrar alguns padrées como,
por exemplo, o fato de que a fracdo %2, em uma base par 2d, assume sempre a forma

de uma fracao posicional exata do tipo 0, d e em bases impares do tipo 2d + 1, aforma

de uma frac&o posicional periédica do tipo 0,d. Contudo, os padrées que realmente
sdo do nosso interesse sdo aqueles que podem nos conduzir para a resposta da
pergunta em negrito formulada logo no inicio desta secdo, e o que estes padrbes
parecem nos dizer € o0 seguinte: se o denominador da fracdo ordinaria possui algum
fator primo com a base em que a fragc&o posicional esta representada, entdo esta ndo
admite representacdo posicional finita. Agora, um detalhe precisa ser levado em
consideracdo nessa andlise, todas as fracdes ordinarias que utilizamos para a
montagem da tabela 2 estdo em sua forma irredutivel.

Agora estamos finalmente em condi¢des de enunciar o teorema com cuja
demonstracdo encerraremos esta secdo, encaminhando-nos assim para as ultimas
sugestbes de atividades e para a conclusdo deste trabalho. Ironicamente, este

teorema é o de nimero 10.



104

TEOREMA 10

Sejam b > 2, p e q trés numeros naturais positivos e s uma fracdo propria e

irredutivel. Entdo podemos afirmar que g admite representacdo posicional finita

na base b se, e somente se, g ndo possui fator primo com b.

Demonstracao

Observemos inicialmente que toda fracdo posicional exata equivale a uma
~ . h
fracédo ordinaria da forma -

De fato, se x € um numero racional positivo e menor que 1 que admite

representacgdo posicional finita, entéo:

k
Che1  Cx Cib* Y4+ b* 2 + o cp_ b + ¢y

_ b_i—cl C2
X = Ci —E+ﬁ+'“+m+ﬁ— bk

i=1

na qual os c; sdo os algarismos de ordem —i de x e k € um numero inteiro positivo.
Assim, basta fazer h = ¢;b*™ + c,b*"2 + - c4_1b + .

Vamos admitir que g = st, em que t € primo com b. Logo ndo ha nenhum
nimero que multiplicado por g possa resultar em uma poténcia do tipo b*, visto que

esta ndo pode ter t entre seus fatores primos. Consequentemente, s nao equivale a

,.. s h . . ~ . ~ .. ..
uma fragdo ordinaria da forma 7, isto é, ndo admite representagéo posicional finita,

tratando-se, portanto, de uma fracdo posicional periodica.

Por outro lado, se g ndo possui nenhum fator primo com b, entdo se temos b =

7

Pt pyte .. pys, certamente g =p;t pytc..opg . Como é sempre possivel

encontrar um namero k tal que kn; = m,, kn, = m,, ..., kn, = my, basta que fagcamos
kny—-m kn,—m kng—m kny—-m kn,—m kng—m
B B_pll 1_p22 2""'pss s_p_p11 1_p22 2""'pss S
kn;-m kn,—m kng—mg k
q qpll 1_22 2_"..pss S b
p__ h __ _knqg-my kn,—-m, kng—mg 12
Logo, pialy em que h =p, "Dy "t D . Portanto, m € uma

fracdo posicional exata, ja& que admite representacdo posicional finita. Isto conclui a

demonstragao.
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4.4  SUGESTOES DE ATIVIDADES

Neste capitulo trabalhamos com a representacao posicional dos nimeros reais.
Se, por um lado, muitos professores se queixam da dificuldade de apresentar
aplicac6es dos numeros complexos para seus alunos, por outro lado, a mesma queixa
nao pode ser feita com relacdo ao conjunto dos numeros reais, que, COMO Vimos,
surgem da necessidade que os homens tém de efetuar medi¢cdes. Deste modo, 0s
nameros reais estao por toda parte.

E, quando se trata de fazer com que os alunos compreendam a representacéo
posicional dos numeros reais, as calculadoras de bolso sdo particularmente Uteis,
sendo seu uso durante as aulas extremamente recomendado, desde que bem
orientado pelo professor. E uma oportunidade de discutir com os alunos sobre a
utilizacdo do ponto, ao invés da virgula, como separador das partes inteira e ndo
inteira do niamero em sua forma decimal, abordando além do significado da virgula, a
guestao da diferenca de notacao que existe entre diversos paises na representacao
das fracGes decimais.

Os procedimentos que devem ser utilizados para encontrar as fracoes
geratrizes de dizimas peridédicas e de decimais exatos podem ser perfeitamente
descobertos pelo préprio aluno a partir de atividades orientadas pelo professor com o
uso da calculadora. Alids, sempre que houver a oportunidade de fazer com que os
alunos fagcam suas préprias descobertas, essa oportunidade deve ser utilizada pelo
professor. O professor pode, por exemplo, pedir que seus alunos efetuem na
calculadora contas como 5/9, 7/9, 45/99, 387/999, solicitando que estes digam o que
percebem, depois pode ir ao quadro e colocar uma dizima perioddica do tipo 0,444... e
pedir que estes tentem deduzir a fragdo ordinaria que deu origem a dizima, ou seja,
sua fragdo geratriz.

O professor tera ainda a chance de discutir com seus alunos o fato de que,
embora a calculadora tenha um limite de digitos para ser exibidos no visor, o periodo
das dizimas periodicas se repete infinitamente, além de questdes relacionadas a
arredondamentos, explicando, por exemplo, porque embora o professor insista em
dizer que 2/3=0,666..., a sua maquina teima em mostrar o resultado 0,666666667. E
a chance de mostrar para seus alunos a importancia de ter o conhecimento tedrico
para compreender erros: maquinas nao pensam, sO executam ordens, quem pensa

somos nos, as pessoas.
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Além disso, o professor pode mostrar para seus alunos que, embora possamos
utilizar a notacdo posicional para representar dizimas periodicas e irracionais, na
pratica, ndo operamos com estes numeros, mas com suas aproximacgoes a partir de
decimais exatos. Pode comentar ainda como é possivel, a partir dos decimais exatos,
obter aproximacdes tdo boas quanto desejemos para dizimas periédicas e irracionais.

Uma pesquisa sobre o Sistema Internacional de Medidas ou sobre as diferentes
unidades de medidas que sdo adotadas pelo mundo pode ser bastante interessante,
além de ser util para outras disciplinas.

Além disso, a representacao posicional dos niameros reais nos fornece um meio
acessivel de explicar para nossos alunos sobre a diferenca entre nimeros irracionais
e numeros reais sem cair em um pensamento ciclico como o descrito abaixo.

ALUNO: Professor, o que é o conjunto dos numeros reais?

PROFESSOR: E a unido do conjunto dos ndmeros racionais com o dos
nameros irracionais.

ALUNO: E o que € um numero irracional?

PROFESSOR: E um nimero real que néo é racional.

Podemos simplesmente dizer para eles que nimeros racionais sdo as dizimas
periddicas e os decimais exatos e que 0s numeros irracionais sao aqueles que
possuem uma representacao decimal infinita e sem periodo. Quanto ao conjunto dos
nameros reais, € o conjunto de todos os nimeros que podem ser colocados sob essa
representacdo posicional.

A bela demonstracéo da irracionalidade de 2 é algo que pode ser feito pelo
professor em sala de aula, pois, além de ser acessivel para os alunos, exemplifica o
método de demonstracao por contradicdo, extirpando de uma vez por todas aquela
davida que pode ficar martelando na cabeca do aluno sobre a possibilidade de depois
daquelas reticéncias haver, 14, bem longe, onde ninguém ainda fez as contas, um
periodo. Este é também um bom momento para discutir como nossa intuicdo pode
nos enganar e tecer alguns comentarios sobre o método dedutivo.

Enfim, os sistemas de numeracéo posicionais dao para os numeros reais uma
representacdo simples e pratica, e € dever do professor garantir que o aluno a

compreenda, para que possa dela tirar proveito em sua vida.
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CONSIDERACOES FINAIS

Apés a leitura deste trabalho podemos tirar algumas conclusées importantes
acerca dos Sistemas de Numeracdo e da Matematica como um todo. A primeira e
mais importante delas é que a Matematica ndo se desenvolveu pela presenca de
pessoas iluminadas, as Unicas capazes de enxergar aquilo que outros estariam
privados de ver, e sim pelo esforco e trabalho arduo de diversas geracdes de seres
humanos empenhados em resolver problemas que se apresentaram diante deles e
que precisavam ser superados, problemas estes, muitas vezes resolvidos com
engenho e criatividade, por povos distanciados muitas vezes tanto cronologica quanto
geograficamente, mas que acabavam encontrando solucbes parecidas para 0s
mesmos problemas.

No campo educacional, ver as dificuldades que os povos enfrentaram ao tentar
encontrar maneiras eficazes para representar e operar com 0s numeros, dificuldades
estas que necessitaram de milénios para serem superadas, nos torna mais tolerantes
guando vemos nossos alunos esbarrando nessas mesmas dificuldades.

No &ambito dos sistemas de numeracdo posicionais, devemos estar
convencidos de que a escolha de uma base decimal ndo se deve ao fato de a dezena
possuir propriedades especiais que a permitem melhor representar os nimeros, mas
a dois aspectos da anatomia humana, a forma de nossas maos, com cinco dedos em
cada uma, e as necessidades de nossa memoria, ja que a base dez gera numerais
gue nado sdo tdo extensos e uma tabuada possivel de ser memorizada. Além disso,
por tudo que foi visto a respeito de sistemas posicionais, fatos que pareciam ser
propriedades intrinsecas aos numeros, como os critérios de divisibilidade e a
periodicidade, revelam-se como propriedades da relacdo entre estes niumeros e a
base do sistema de numeragao que 0s esta representando.

Mas a razao que, para ngs, justifica a profundidade com que abordamos o tema
dos sistemas de numeracéo, cuja importancia ja esta mais do que demonstrada, é a
nossa crenca no fato de que o professor deve conhecer mais do que seus alunos a

respeito daquilo que ensina.
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APENDICE A - Tabela de caracteres imprimiveis

N

111

Tabela 3

32 | 00100000 64 | 01000000 @ 96 |01100000

33 | 00100001 ! 65 |01000001 A 97 (01100001 a
34 |00100010 " 66 | 01000010 B 98 01100010 b
35 00100011 # 67 |01000011 C 99 101100011 o
36 (00100100 S 68 |01000100 D 100 | 01100100 d
37 | 00100101 % 69 | 01000101 E 101 | 01100101 e
38 (00100110 & 70 | 01000110 F 102 | 01100110 f
39 | 00100111 ' 71 01000111 G 103 | 01100111 g
40 | 00101000 ( 72 | 01001000 H 104 | 01101000 h
41 | 00101001 ) 73 |01001001 I 105 [ 01101001 i
42 00101010 * 74 101001010 J 106 | 01101010 i
43 00101011 + 75 01001011 K 107 { 01101011 k
44 100101100 ) 76 101001100 L 108 101101100 I
45 | 00101101 77 (01001101 M 109 [ 01101101 m
46 |00101110 . 78 101001110 N 110 | 01101110 n
47 |00101111 / 79 |01001111 (0] 111 [ 01101111 o}
48 | 00110000 0 80 |01010000 P 112 { 01110000 p
49 | 00110001 1 81 |01010001 Q 113 |01110001 q
50 (00110010 2 82 | 01010010 R 114 101110010 r
51 00110011 3 83 | 01010011 S 11501110011 s
52 | 00110100 4 84 |01010100 T 116 { 01110100 t
53 |00110101 5 85 | 01010101 U 117 | 01110101 u
54 100110110 6 86 |01010110 \ 118 101110110 v
55 |00110111 7 87 (01010111 w 119 [ 01110111 w
56 00111000 8 88 101011000 X 120101111000 X
57 (00111001 9 89 |01011001 Y 121 (01111001 y
58 00111010 90 |01011010 YA 122 01111010 z
59 100111011 ; 91 |01011011 [ 123 101111011 {
60 (00111100 < 92 101011100 \ 124 101111100 |
61 | 00111101 = 93 | 01011101 ] 125 (01111101 }
62 (00111110 > 94 101011110 A 126 01111110 ~
63 | 00111111 ? 95 |01011111 _
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APENDICE B - Converses entre o sistema binario e os sistemas hexadecimal
e octal

Em geral, quando desejamos converter um namero de uma base by para uma
base b> realizamos primeiramente a conversao de b:; para o SNPD e depois a
conversao deste para a base b,. Contudo, ha casos em que a converséo pode ser
feita de maneira direta. Este é o caso da conversdao de um numero expresso no
sistema binério para o sistema hexadecimal (B = H) ou para o octal (B = O) e vice-
versa (H=> B ou O = B).

Para realizar as conversées B = H ou H = B é preciso, entretanto, ter a
disposicdo, ou na memoria, a tabela 4, a qual fornece a representacdo dos 16
algarismos hexadecimais na forma binaria com 4 algarismos.

HEXADECIMAL | BINARIO

0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Tl M| O O w| > © o N o g M W N R

Tabela 4
Conversao dos algarismos hexadecimais para o sistema binario.

Vejamos quais Sao 0s passos para a conversao B = H.
P1. Se a quantidade de algarismos do numeral binario ndo for um multiplo de

guatro, acrescentam-se zeros a esquerda do numeral até que isso ocorra;
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P2. Subdivide-se o numeral em grupos de quatro algarismos consecutivos;

P3. Substitui-se cada grupo obtido em P2 pelo algarismo hexadecimal

correspondente da tabela 4 e o resultado obtido € o mesmo nimero expresso

no sistema hexadecimal.

Vamos converter o numero binario 1001101011 para hexadecimal.

1001101011 = 001001101011 = 0010 - 0110 - 1011 = 26B

A conversao H =» B consiste em realizar os trés passos vistos acima de
maneira inversa.

Na secdo 2.1, dissemos que mostrariamos que um byte sempre pode ser
expresso como um hexadecimal de dois algarismos. Agora isto deve estar claro, pois
um byte nada mais é do que um numeral binario de oito algarismos, 0s quais sempre
poderdo ser subdivididos em dois grupos de quatro algarismos, grupos estes que,
como vimos, corresponderdo, cada um, a um algarismo hexadecimal.

Embora tenhamos mostrado os trés passos da conversdo B = H, nao
justificamos tais passos. Para fazer isso consideremos o numeral binario de n + 1
algarismos q; € {0,1} dado por (a,a,-; ...a,a,ay),. Sem perda de generalidade, ja
que sempre é possivel acrescentar zeros a esquerda, consideremos n + 1 multiplo de
quatro. Assim,

(A1 .-00100)7 = A 2"+ ay_q- 2" 4+ +a,-2%2+a, 2  +aq-2°
e, subdividindo o segundo membro em grupos com quatro termos consecutivos cada,
obtemos a expressao:

(A 2"+ -+ ay_3- 2"+ +(a, 2"+ +a, 2+ (a3 23+ +ay- 29,

na qual o expoente da poténcia de dois que multiplica o ultimo termo de cada
paréntese é sempre um multiplo de 4. Colocando essas poténcias em evidéncia
obtemos a expresséo

(an 234+ +ap_3:2°-2"3+ -+ (a; - 22+ +a,-2%-2* +(az- 23+ -+ ay-29.

Acontece que todas as poténcias colocadas em evidéncia sdo também
poténcias de 16, pois 16 = 24.

Assim, sendo n + 1 = 4(k + 1), temos:

(an 23+ +a,3-2°-165+ -+ (a;- 23+ -+ 0a,-2° 16+ (a3- 23 + -+ ay - 2°).

Como os termos entre parénteses nesta Ultima expressdo nao passam de
numerais binarios de quatro algarismos, os quais correspondem, de acordo com a

tabela 4, a algarismos do sistema hexadecimal, essa expressao €, na verdade, a
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forma expandida do numeral hexadecimal (byby_q...b,b1bg)1¢ , NO qual
bj = aj43 - 2> + .. +a;-2° sdo algarismos hexadecimais, ou seja,
bj € {0,1,2,3,45,6,7,89 A4, B,C D,E, F}.

Para fixar as ideias, vejamos um caso particular. Consideremos o binario
1010010112 em sua forma expandida:

1x28+0Xx27+1x26+0x2°+40x24+1x23+40x22+1x21+1x2°

Formando grupos de quatro termos consecutivos obtemos:

1x28+(0x2"+1x2°+0x2°+0x24)+(1x22+0x22+1x2+1x29.

Colocando em evidéncia a menor poténcia de dois presente em cada grupo
ficamos com:

1x28+(0x22+1x22+0x2+0)x24+(1x22+0x22+1x21+1x2%=
=1x162+(0x22+1x22+0x2+0)x16+(1x22+0x22+1x2'+1x2%=
= 00012 x 162 + 01002 x 16 + 10112 = 14Bs.

As conversdes envolvendo o sistema octal sdo efetuadas de modo similar,
exceto pelo fato de que o numeral binario deve ser subdividido em grupos de trés
algarismos consecutivos, e ndo de quatro, como ocorre nas conversdes envolvendo o
sistema hexadecimal, isto porque 8 = 23. Neste caso utiliza-se a tabela 5.

OCTAL BINARIO
0 000
001
010
011
100
101
110
111

N O O A W] N P

Tabela 5
Conversdo dos algarismos do sistema octal para binario.
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APENDICE C - Material de apoio ao professor para o ensino das quatro
operacgoes

Os sistemas de numeracdo posicionais, além de nos permitirem representar
qualquer numero utilizando uma quantidade limitada de simbolos, também nos
presenteiam com a possibilidade de realizacdo dos célculos aritméticos basicos com
relativa facilidade. Esta €, sem sombra de duvida, uma das caracteristicas mais
marcantes dos sistemas de numeracao posicionais, com a qual entramos em contato
ainda em nossos primeiros anos na escola, aprendendo la os algoritmos que nos
permitem realizar essas operacdes. Contudo, nem sempre aqueles que utilizam esses
algoritmos sabem porque eles funcionam. Aqui pretendemos dar alguns
esclarecimentos a esse respeito.

Muitas ideias matematicas abstratas estdo alicercadas em objetos e a¢bes do
mundo real. Dado que nosso objetivo é dar significado aos algoritmos aprendidos pela
maioria de nds na escola, as explicacdes aqui fornecidas seguirdo uma abordagem
mais heuristica que rigorosa e formal.

Mas antes de falarmos sobre qualquer uma das quatro operagdes em particular,
gueremos deixar clara a diferenca entre uma operacado e uma relacdo. Adicao (+),
subtracao (=), multiplicacéo (x) e divisdo (=) sdo exemplos de operacbes sobre
conjuntos numéricos, enquanto que a igualdade (=) e as desigualdades (< e >) séo
exemplos de relacdes. Quando relacionamos dois nimeros'®, tudo o que fazemos é
estabelecer uma comparacdo entre eles, por outro lado, quando efetuamos uma
operacao entre nimeros, haverad um resultado que, frequentemente, € outro nimero
gue pode ser ou ndo um dos nimeros com 0s quais estamos operando.

Vamos estudar agora os algoritmos que utilizamos para realizar as quatro

operacdes aritméticas explorando o significado concreto de cada uma delas.

ADICAO
A operacao de adicdo corresponde concretamente as a¢des de juntar, agrupar,
reunir objetos da mesma natureza. Nela, os nimeros que sofrem a operacao sao

chamados de parcelas e o resultado € denominado soma.

16 Relacdes e operacdes podem ser realizadas entre mais de dois objetos e esses objetos n3o precisam ser
necessariamente numeros, contudo, ndo faz parte de nosso objetivo abordar tais questdes. Se quiséssemos dar
uma definicdo mais técnica, dirlamos que uma operac¢do qualquer, digamos *, sobre um conjunto nao vazio A
ndo passa de uma aplicagdo do tipo *: A X A — A.
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E justamente para garantir que as parcelas da soma sejam da mesma natureza
gue, quando somamos dois numeros naturais, temos o habito de deixa-los alinhados
a direita, pois assim alinhamos os algarismos de ordens correspondentes, como
unidades, dezenas e centenas, umas embaixo das outras. No caso de numeros que
possuem virgula, para que este alinhamento ocorra € preciso alinhar as virgulas, ja

gue € a virgula que marca a posicéo das unidades. Veja o exemplo abaixo.
D

9

=

Ul d
1,4
6,1|3
7,513

g+ Uin

9

Nele, podemos fazer as somas:

0 centésimo + 3 centésimos = 3 centésimos
4 décimos + 1 décimo = 5 décimos

1 unidade + 6 unidades = 7 unidades

9 dezenas + 0 dezena = 9 dezenas

5 centenas + 0 centena = 5 centenas.

Se houver o cuidado da parte do professor de deixar claro para seus alunos
gue o objetivo de alinhar os numerais a direita ou colocar virgula embaixo de virgula
€ deixar os algarismos de ordens correspondentes alinhados uns embaixo dos outros,
também o caso em que um dos nimeros possui virgula e o outro ndo, serd encarado
com maior naturalidade pelo aluno, ja que tera a compreensao de que 0 que esta em
jogo ndo é o alinhamento das virgulas, mas sim dos algarismos de ordens

correspondentes, como ilustra o exemplo a seguir.
c|D

u
59|1
+ |6,1|3
51917,113

Deixar claro o porqué das regras que ensina € uma obrigacao do professor. Ele

d|c

deve fazé-lo sempre que isto for possivel, visto que elimina davidas e minimiza erros

comuns, como o que consta no proximo exemplo.
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Erros desse tipo séo tipicos de alunos que aprenderam uma regra sem ter ideia
de sua finalidade. Aqui o aluno, provavelmente habituado a efetuar somas, cujas
parcelas sdo numeros naturais, segue a regra que manda alinhar os numerais a
direita, ignorando completamente o papel da virgula.

No proximo exemplo, veremos porque € conveniente efetuar os calculos da
direita para a esquerda.

c DU
945
+6 3 8
727?27

Aqui, as somas:
5 unidades + 8 unidades = 13 unidades
e
9 centenas + 6 centenas = 15 centenas.
excedem a dezena. Porém, em sistemas de numeracao posicionais, como é o0 caso
do SNPD, um algarismo nunca pode exceder ou ter seu valor igual ao da base do
sistema de numeracéao, que, neste caso especifico, € a base dez.
Isto se resolve facilmente, notando que:
13 unidades = 10 unidades + 3 unidades = 1 dezena + 3 unidades
e
15 centenas = 10 centenas + 5 centenas = 1 milhar + 5 centenas

e procedendo como no exemplo seguinte, mantendo sempre alinhados algarismos de
uma mesma ordem.

-+
o7}
~ P|W ko
Wjoow <
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Se a conta fosse feita deste modo, ndo haveria qualquer razdo para realizarmos
as contas da direita para a esquerda, no sentido oposto ao da escrita. Porém,

costumamos realizar este calculo economizando papel e tempo do seguinte modo:

1 1 1| |1
m|ic|DIU mM|Cc|D(U m|C|D|U
9/4/5 |9/4/5 |(9(4|5
+6/3|8 +/6/3|/8 +/6/3|8
3 8|3 1/5|8/3

Ora, aqui, fizemos o mesmo que foi feito anteriormente, sé que, desta vez, o

calculo:
4 dezenas + 3 dezenas = 7 dezenas

foi realizado mentalmente, adicionando-se a seguir a dezena excedente do calculo
das unidades. O problema é que, se realizarmos as contas da esquerda para a direita,
seguindo o sentido da escrita, ndo saberemos ainda se havera ou ndo excedente nos
calculos que estdo por vir. Assim, se escrevéssemos o resultado 7 para as dezenas
teriamos, a seguir, que apaga-lo para substitui-lo por 8 dezenas. Realizando os
calculos da direita para a esquerda evitamos este tipo de transtorno. Pronto! Eis o que
justifica a realizacdo dos célculos no sentido oposto ao da escrita.

Realizando outros procedimentos seria possivel fazer os célculos no sentido da
escrita, como no exemplo seguinte:

5 5|7 5|7
mlc|o|lu wm|c|p|u wm|c|D|U

9145 9|45 945
+/6/3/8 +(6/3|8 +|/6/3|8
1 1|5 1|5/8|3

Aqui, fazemos 9 + 6 = 15, mas sdo as cinco centenas que ficam a espera de
serem escritas, pois ainda ndo sabemos se havera alguma centena excedente no
calculo das centenas que vira a seguir. Uma vez efetuado o calculo das dezenas,
4 +3 =7, no qual verificamos ndo haver nenhuma centena excedente, podemos
escrever definitivamente 5 centenas como resultado e deixar as 7 dezenas na fila de
espera, enquanto verificamos se havera alguma dezena excedente no calculo das
unidades. Uma vez constatado que sim, jaque 5+ 8 =13, somamos 7 + 1 = 8 dezenas
e finalizamos as contas escrevendo as 3 unidades do resultado. Eis uma bela forma

de realizar as contas no sentido da escrita que ndo costuma ser ensinada na escola,
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mas que poderia ser probleméatica se desejassemos efetuar uma soma envolvendo
mais de duas parcelas.

Embora tenhamos utilizado nimeros naturais em nossos exemplos, tudo o que
foi dito permanece valido para nimeros nos quais a virgula aparece, como pode ser

claramente constatado no exemplo a seguir.

1
u

d
1,9
6l,1/3
6l6l8l,0l3

7

= M=
-] Wo

Entristece-nos saber que, em nossas escolas ainda ocorrem diversos casos de
professores que ensinam regras para seus alunos como a do “vai um”, sem dar para
seus discipulos maiores esclarecimentos sobre o porqué da validade de tais
procedimentos, privando-os da possibilidade de dar significado aquilo que fazem, com
tristes consequéncias para 0 seu processo de aprendizagem. Contrista-nos mais
ainda saber que, em alguns casos, o proprio professor desconhece esses porqués.

Observa-se que todos os procedimentos descritos aqui aplicam-se a quaisquer
sistemas posicionais, levando-se em conta apenas 0S necessarios ajustes de que a
tabuada utilizada na efetuacao dos calculos é a destes sistemas, e ndo a do SNPD, e
de que os excedentes (0os “vai um”) ndo representam mais dez unidades de uma
ordem convertidas em uma unidade da ordem seguinte, e sim b unidades de uma
ordem convertidas em uma unidade da ordem seguinte, em que b é a base do sistema
de numeracéo.

Vejamos, por exemplo, a soma 7 + 6 = 13 efetuada no sistema binario,
lembrando que neste sistema 1 + 1 = 10 e que 0 excedente surge toda vez que a soma
resulta em dois:

1
111
+ 110
1101

Resolvendo da direita para a esquerda temos
120RDEM: 1+0=1

22 ORDEM: 1 + 1 =10 (fica 0, vai 1)

32ORDEM: 1+ 1=10e como 1 excedente 10 + 1 = 11.
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Note que 7 = 1112, 6 = 1102 e que, de fato, 13 = 1101..
Vejamos outra soma no sistema binario, s6 que desta vez com quatro parcelas.
Efetuaremos a conta 17 + 9 + 3 + 1 = 30.
1
1/0|0
0

0
1|0|0
1

el

+
1/1]1|1|0

O curioso aqui € que o excedente que aparece na terceira coluna advém da
soma efetuada na primeira e ndo na segunda coluna. Isto porque em binario,
1+1+1+1=100. Alguém poderia pensar: “Que bom que este tipo de coisa nado
acontece no SNPD”. Sera?

Na verdade, isto também ocorre no SNPD, contudo o nimero de parcelas
necessarias para que isso ocorra no SNPD é bem maior do que no binario. Algo deste
tipo pode ocorrer no sistema binario quando temos apenas 3 parcelas (basta que em
uma coluna apareca apenas o algarismo 1 e haja também, nessa coluna, um
excedente), enquanto que para isso ocorrer no SNPD s&o necessérias, no minimo, 11
parcelas (seria, por exemplo, o caso de todos 0os nimeros possuirem o algarismo 9
na casa das dezenas e haver um excedente advindo da soma efetuada nas unidades,
pois 11 x 9 + 1 = 100).

Quando falamos das aplicacdes dos sistemas de numeracao posicionais no
Capitulo 2, comentamos o exemplo do sistema sexagesimal, aplicado a contagem do

tempo. Vejamos agora uma soma efetuada utilizando esse sistema:

1|1

h|{min| s
2143 1|56
+1]19]|35
4103|31

Temos, neste caso, mais um exemplo de uma soma feita procedendo de acordo

com os algoritmos estudados aqui, s6 que utlizando a logica do sistema
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sexagesimall’. Aqui as horas fazem o papel das centenas, os minutos o das dezenas
e 0s segundos o das unidades. Sempre que as somas excedem 60 cria-se um
excedente, o qual sera somado na coluna imediatamente a esquerda. Os célculos
acima s6 ndo sao puramente sexagesimais porque estamos utilizando o SNPD para
representar numeros menores que 60 e para efetuarmos calculos com eles.
Poderiamos, ao invés disso, ter utilizado simbolos especificos para representar cada
um desses numeros, bem como a tabuada da adi¢éo para o sistema sexagesimal, que
consta no APENDICE E. Se fizéssemos isso, utilizando a mesma convencdo de

simbolos que usamos no APENDICE E, a conta acima teria 0 seguinte aspecto:

1|1

h {min| s

210 |w
+1|J | a

41 3 |W

Um instrumento especialmente Util para ensinar as criangas e, mesmo 0S
adultos, os algoritmos da adicdo e da subtracdo sdo o abaco, cujo uso, pensamos,
deveria ser obrigatério no ensino de Matematica na Educacéao Infantil.

O abaco é uma calculadora primitiva muito Util para efetuar operacdes
aritméticas, especialmente adicdes e subtracdes. Existem diversos tipos de abaco, o
gue esta representado na llustracédo 25, por exemplo, é conhecido como abaco de
pinos e é constituido por uma base, em geral de madeira, nha qual se encaixam certa

quantidade de pinos, nos quais séo colocados discos perfurados.

DEZENA UNIDADE OECIMO CENTESIMO MILESIMO

llustragao 25
Imagem de dbaco de pinos retirada do blog Criangas e Numeros.
Disponivel em: <http://criancasenumeros.blogspot.com/2012/11/0-abaco-tipos-surgimento-e-utilidade.html>.
Acesso em: 7 fev. 2013.

17 E verdade que nosso sistema de contagem do tempo n3o é puramente sexagesimal, afinal, um dia ndo possui
60 horas e subdividimos os segundos em décimos, centésimos ou mesmo milésimos e ndo em sessentésimos.
Porém, nos limitando as conversdes de minutos para horas e de segundos para minutos a ideia se aplica.
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Para fazermos contas com o abaco de pinos no sistema decimal, seguimos a
regra que diz que em cada pino pode haver, no maximo, 9 discos. Se quiséssemos
efetuar, por exemplo, a adicdo 25,9 + 60,45, utilizando um &baco como o da
llustragdo 25, primeiro “escreveriamos” o numero 25,9 no 4baco, como mostra a

llustracéo 26.

llustragao 26
Representacdo do numeral 25,9 no dbaco de pinos.

Vamos imaginar que o abaco de que dispomos possui exatamente dez discos
para cada pino, sendo que as cores dos dicos estdo associadas as dezenas, as
unidades, aos décimos, aos centésimos e aos milésimos pelas cores verde, amarela,
cinza, vermelha e azul, respectivamente. Assim, por exemplo, dez discos cinzas
equivalem a um amarelo.

A seguir comecariamos a acrescentar nos pinos correspondentes, da direita
para a esquerda, a quantidade de discos determinada pelos algarismos do niumero
60,45.

Assim, no pino correspondente aos centésimos, acrescentariamos 5 discos

vermelhos, conforme consta na llustracao 27.

llustragao 27
Acréscimo de 5 discos ao dbaco de pinos da llustragao 26.

Depois, seria preciso acrescentar 4 discos cinzas no pino dos décimos.
Contudo, como ja usamos nove dicos dessa cor para escrever o numero 25,9, sé nos
resta um disco cinza. Assim, acrescentamos no pino dos décimos o disco de que

dispomos. Isso é mostrado na llustragéo 28.
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llustragao 28
Pino dos décimos com 10 discos.

Temos agora um pino com dez discos cinzas, 0 que ndo é permitido e ainda
devemos colocar nele mais 3 discos dessa cor. Para resolver esse problema devemos
retirar os dez discos cinzas do pino e substitui-los por um da cor amarela, que a eles
equivale. O disco amarelo sera entdo colocado no pino imediatamente a esquerda, o

das unidades, no qual ficam os discos amarelos. Observe a llustragdo 29:

-L%:Ij:tm_

llustragao 29
Substituicdo de dez décimos (discos cinzas) por uma unidade (disco amarelo).

Como dispomos agora de dez discos cinzas, podemos tomar os 3 de que

necessitamos para coloca-los no pino dos décimos, que até entdo estava vazio. Veja

Lol

llustragao 30
Acréscimo de 3 discos no pino dos décimos.

a llustracéo 30:

Como néo ha mais discos amarelos para serem acrescentados no pino das
unidades, ja que o algarismo das unidades do numero 60,45 é zero, basta agora
acrescentarmos 6 discos verdes no pino das dezenas. Assim, a aparéncia final do
abaco sera aquela dada pela llustracéo 31:
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llustragao 31
Representacdo do resultado 86,35 no dbaco de pinos
apos o acréscimo de 6 discos no pino das dezenas.

Esta configuracao final deixa claro que o resultado da soma é dado pelo nimero
86,35. Assim, o0 dbaco permite ao aluno visualizar concretamente a conta que, feita
no papel, fica com a aparéncia abaixo.

D

2
+6 5

8/61,3/5

Dai a importancia do uso desse instrumento, principalmente pela necessidade
de que as criancas e muitos adultos também tém de dar um significado concreto as
ideias abstratas. Por isso mesmo, quando se trabalha com numeros que possuem
virgula, comparacfes com o dinheiro sdo sempre bem vindas, ja que aproximam um
assunto abstrato de suas aplicacdes no cotidiano. Um aluno que ndo sabe que
25,9 + 60,45 = 86,35, pode muito bem saber que se possui no bolso R$ 25,90 e
recebe um pagamento no valor de R$ 60,45, contard agora com R$ 86,35, e esse
conhecimento ndo pode ser ignorado pelo professor, muito pelo contrario, deve ser
aproveitado para orientar o aluno no sentido de conduzi-lo no caminho da
aprendizagem das ideias mais abstratas.

O algoritmo da adicdo € o mesmo para qualquer sistema posicional, depois de
feitas pequenas adaptacfes. Assim também o abaco, que funciona como um modelo
concreto para este algoritmo pode, apés pequenas adaptacdes, ser utilizado para
efetuarmos contas em outras bases. Um bom exemplo disso é o abaco Chinés,
conhecido como “suan pan”, que se adequa perfeitamente ao sistema hexadecimal,
guardando alguma relacdo com o sistema de pesos e medidas dessa civilizagdo, no
qual 1 kan equivale a 16 leung.

O Nce
-b-umn.
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llustragao 32

Imagem de suan pan retirada do blog KitOTABLA.
Disponivel em: <http://kitotabla.blogspot.com/2012/11/abaco-china-suan-pan.html>.
Acesso em: 7 fev. 2013.

A llustracdo 32 mostra um exemplar deste tipo de dbaco. Nele, as hastes que
contém os discos sdo divididas em duas partes, uma contendo dois discos e outra
contendo cinco. Os dois discos isolados valem 5 unidades cada e 0s outros cinco uma
unidade cada. Assim, em cada haste € possivel representar os 15 algarismos do
sistema hexadecimal. Por exemplo, na llustragdo 33, se considerarmos a primeira
haste a direita como sendo a das unidades e que cada haste a sua esquerda
representa as ordens seguintes do sistema hexadecimal, entdo o numeral
representado nessa figura € expresso por 30.250.006.0C516 = 3.308.467.019.973.
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llustragao 33

Imagem de suan pan retirada do site iOS — Peter Olafson.
Disponivel em: <http://www.peterolafsoneditor.com/iphoneipadapps.htm>.
Acesso em: 07 fev. 2013.

Do “suan pan” deriva o abaco japonés, conhecido como “soroban”, o qual
perdeu dois discos de cada haste, um valendo 5 unidades e outro valendo duas
unidades, sendo, portanto, perfeitamente adaptado ao SNPD, ja que nele o maior
algarismo que pode ser representado em uma haste é 0 9. A llustragédo 34 apresenta

um modelo de soroban.
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llustragao 34
Soroban

Imagem de soroban retirada do blog Centro de Estudos Aprender.
Disponivel em: <http://aprendercentrodeestudos.blogspot.com/2012/04/voce-conhece-o-soroban.html>.
Acesso em: 07 fev. 2013.

Aqui finalizamos nossas consideracdes sobre a operacdo de adicdo, que é a
mais basica e fundamental das quatro operacdes de que trataremos neste apéndice.

Passaremos agora a tratar de sua operacgao inversa, a subtracao.

SUBTRACAO

Se a adicao corresponde as atitudes de congregar, agrupar, reunir objetos, a
subtracdo, que é sua operacao inversa, corresponde a atitude de retirar elementos de
um conjunto. Enquanto na adi¢cdo temos as parcelas resultando em uma soma, sem
gue a ordem das parcelas influa no resultado, o que é conhecido como propriedade
comutativa da adicdo, na subtracdo ha trés elementos distintos: o minuendo, o
subtraendo e a diferenca, também chamada de resto.

O minuendo é o numero que sofre a subtracao, isto &, é dele que sera “retirada
uma parte”.

O subtraendo corresponde a quantidade que sera “retirada” do minuendo.

A diferenca ou resto € o resultado da operacdo de subtracdo, ou seja, € 0 que
“sobra” do minuendo.

Na subtracdo a seguir 0 niumero 7945 é o minuendo, o niumero 613 € o
subtraendo e o numero 7332 é a diferenga ou resto.

Mm(iCc|D|U

719(41|5
-16|1|3

713|312

Esse primeiro exemplo, contudo, ndo oferece qualquer desafio para alguém

que ja domine a tabuada da subtracao. E claro que, assim como na adi¢&o, algarismos

de mesma ordem devem estar alinhados, pois se o significado concreto da subtracao
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€ retirar elementos de um conjunto, digamos de bananas, aquilo que esta sendo
retirado evidentemente serdo bananas, bem como aquilo que sobrara. Logo ndo ha
muito 0 que dizer até aqui sem ser prolixo, j& que a légica na armacgéo da conta,
inclusive no caso de numeros que possuem virgula, € a mesma que a utilizada para a
adicao.

Vejamos um exemplo no qual um novo procedimento precisa ser desenvolvido
e justificado. Este é o caso quando no minuendo e no subtraendo h& algarismos de
mesma ordem tais que o algarismo do minuendo tem valor menor que o do
subtraendo. Digamos que desejassemos calcular a diferenca entre os numeros 571,9

e 76,13. J4 sabemos que devemos posicionar virgula embaixo de virgula, mas e

depois?
cC|D|U| d]¢c
5(7|1,9
-|7|6},1/3
212121217

O primeiro passo €, certamente acrescentar um 0 aos centésimos do minuendo,
ja que nao ha ali nenhum algarismo. Mas isso nao resolve o maior dos problemas:
Como retirar 3 centésimos de onde ndo ha nenhum? Ou 6 unidades de uma apenas?

A ideia aqui consiste em realizar um “empréstimo™®. Ora, ndo podemos, de
fato, retirar 3 centésimos do minuendo, como exige o subtraendo, pois ndo ha ali
nenhum, contudo, sabemos que 1 décimo corresponde a 10 centésimos, mais do que
aquilo de que necessitamos, e 0 minuendo dispde, nesse caso, de 9 décimos.
Convertendo 1 dos 9 décimos em 10 centésimos, podemos calcular a diferenga

10 centésimos — 3 centésimos = 7 centésimos.

Note que agora o minuendo passa a dispor de apenas 8 décimos. Esse

procedimento esta ilustrado a seguir:

8

10
c|D(U| d]|c
5/7/1,9(0
-17l6|,1|3
?1?21?,?217

18 Sem direito a devolugdo! Melhor seria fazer uma doac3o.
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Na prética, os fatos de que os 9 décimos foram reduzidos para apenas 8 e de
gue os centésimos, até entdo inexistentes, passaram a ser em numero de 10, ndo séao
registrados no papel, mas guardados na memaria durante a efetuagéo dos calculos.

Ha professores que ensinam este procedimento dizendo que o 9 “empresta um”
para o 0, que assim passa a ser 10. Ensinado deste modo, sem maiores explicacdes
algumas duvidas podem “martelar” na cabega do aluno. Para mostrar essa situagao,
vamos imaginar um didlogo entre um aluno cheio de duvidas e um professor
despreparado para enfrentar essa situagao.

ALUNO:

— Tudo bem, emprestei 1 e 0 9 virou 8, legal 9 — 1 = 8. Mas como foi que 0 0
virou 10? Afinal, 0 + 1 ndo € igual a 1?

PROFESSOR:

— E s6 colocar o 1 a esquerda do 0, ai vira 10.

Talvez essa resposta até ndo atrapalhe na aprendizagem puramente mecanica
do algoritmo, mas certamente ndo € nada esclarecedora para o aluno e
profundamente danosa para o desenvolvimento do raciocinio. O problema é que néo
se discute o que esta sendo “emprestado”, neste caso um décimo, nem sua
conversao, nesta situacédo, em 10 centésimos.

Mesmo que o professor dé todos os esclarecimentos que estamos dando aqui,
€ preciso convir que, para aqueles que tém dificuldades para abstracao, um recurso
didatico faz falta. Note que o 8 e 0 10 ndo séo grafados, e tudo o que o aluno vé é

iSSO.
571,90
-76,13
7

N&o parece nada 6bvio, para quem esta aprendendo, de onde veio 0 7, mesmo

depois de ter sido esclarecido pelo professor (a aprendizagem costuma ser um
processo lento). E o proOximo passo, pode ser pior ainda, pois vamos aparentemente
fazer9- 1 = 7, ja que a conta que realmente seréa feita, 8- 1 = 7, ndo esta escrita
no papel, mas deve estar gravada na memoria do aluno. E por situacées como estas
gue acreditamos que o0 abaco deveria ser um instrumento obrigatorio no ensino de

Matematica nas seéries iniciais, por possibilitar uma interpretacdo concreta para este
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procedimento extremamente abstrato para o aluno. Mais adiante veremos como esta
mesma conta pode ser trabalhada com o auxilio do abaco.

Assim como frequentemente ocorre na sala de aula, fizemos uma interrupcao
no meio de um raciocinio em andamento para elucidar uma questdo da maior
importancia. Contudo, agora € preciso retomar o raciocinio do ponto em que paramos.

Precisavamos retirar 3 centésimos de nenhum, portanto, 1 décimo dos 9 de que
dispunhamos foi convertido em 10 centésimos, de tal modo que agora retiraremos 3
centésimos dos 10 de que agora dispomos, restando assim 7 centésimos. Como 1
décimo deve ainda ser retirado dos 8 que nos sobraram depois do “empréstimo”,

restardo somente 7 décimos na diferenca. O resultado esté ilustrado a seguir:

[==]
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Deparamo-nos novamente com a situacao de ter que retirar uma quantidade
maior de outra menor. Contudo, agora, ja sabemos como lidar com ela. Nao sendo
possivel retirar 6 unidades de apenas uma, tomamos uma das 7 dezenas de que
dispomos e convertemo-la em 10 unidades, que com uma de que ja dispomos
totalizardo 11 unidades, das quais podemos retirar 6 unidades, como manda o

subtraendo. Restarao, portanto, 5 unidades na diferenca e 6 dezenas no minuendo.

[ a8
11 10
cC|D|U| d|c
5/7|1},9(0
-76|,1/3
?21?15,717

O proéximo passo seria fazer
6 dezenas — 7 dezenas,
porém, vendo a conta, mostrada abaixo sob a perspectiva do aluno que esta
aprendendo, perceba como é dificil resistir a tentacao de fazer o calculo incorreto, que
nao exige nenhum “empréstimo”,

7 dezenas — 7 dezenas = 0 dezena.



130

571,90
-76,13
5,77

Digamos que nosso aluno tenha resistido a tamanha tentacdo. Devera ainda
resistir a outra, que € a de “colocar o0 1 a esquerda do 7 e formar 17”.

Vamos ao que deve realmente ser feito. Lembrando que uma das 7 dezenas
de que dispde o minuendo foi cedida para a formacao de 10 unidades, sabemos que
restam apenas 6 dezenas no minuendo. Convertendo uma das 5 centenas do
minuendo em 10 dezenas ficamos com:

10 dezenas + 6 dezenas = 16 dezenas
das quais vamos, de acordo com o subtraendo, retirar 7 dezenas, obtendo:
16 dezenas — 7 dezenas = 9 dezenas.

Como, depois do “empréstimo” de uma centena do minuendo restaram apenas

4 centenas, nossa conta termina com o resultado 495,77.

46 8
16(11 10
C|D|U| dfc
5/7/1/,9(0
-17/6},1|3
4l9ls|, 717

Observe que nédo seria nada pratico realizar todo este processo da esquerda
para a direita, pois os resultados, depois de obtidos, teriam de ser apagados para
serem substituidos por outros toda vez que um “empréstimo” fosse necessario.

Vejamos agora como esta conta seria efetuada de maneira concreta com o uso
do 4baco. Vamos imaginar um abaco bem parecido com aquele que utilizamos para
trabalhar com a adicdo. Assim como o anterior, possui cinco pinos, sé que desta vez
0 primeiro pino a partir da esquerda € o das centenas e ndo o das dezenas e o ultimo
€ o dos centésimos e ndo o dos milésimos. As cores que utilizamos para os discos
permanecem vdlidas, exceto pelo fato de que a cor azul agora esta associada as
centenas e ndo aos milésimos. Deste modo:

AZUL > CENTENA
VERDE > DEZENA
AMARELO = UNIDADE
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CINZA 2 DECIMO
VERMELHO = CENTESIMO
Além disso, vamos supor que cada pino possui 19 discos.
Utilizando estas convencgdes, vamos primeiro representar o minuendo no 4baco

da forma como esta mostrado na llustracéo 35.

llustragao 35
Representagdo do numeral 571,9 no dbaco de pinos.

Como o subtraendo é 76,13, devemos retirar 7 discos verdes, 6 amarelas, 1
cinza e 3 vermelhas, sé que a partir do pino dos centésimos, o qual esta vazio. Ja
sabemos, entretanto, que a ideia aqui € converter um disco cinza em 10 vermelhos,

como esta indicado na llustracéo 36, obtendo a configuracédo dada pela llustracao 37.

llustracao 36
Substituicdo de um décimo por 10 centésimos.

llustragao 37
Disposic¢do dos discos apos a substituicdo da llustragdo 36.

Agora, como ha 10 discos vermelhos podemos retirar 3 deles conforme exige

o subtraendo. A disposicdo do abaco sera a da llustragédo 38.
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llustragao 38
Retirada de 3 discos do pino dos centésimos.

O préximo passo € retirar 1 décimo por exigéncia do subtraendo. Note que ha
exatamente 8 discos cinzas, fato que, no papel ndo aparece e deve ser guardado na
memoria. Dai mais uma vez a importancia da utilizacdo do abaco. Na llustracdo 39 a

subtracdo de um décimo esté feita:

llustragao 39
Retirada de um disco do pino dos décimos.

Agora deveriamos retirar 6 discos amarelos do pino das unidades. Isto,
contudo, ndo € possivel, pois ha nesse pino apenas um disco. Assim, nova conversao
sera feita, de tal modo que um disco verde do pino das dezenas sera trocado por 10
amarelos que serdo postos no pino das unidades que ja possui um disco e contara

agora com 11, como mostra a llustracao 40:

llustragao 40
Substituicdo de uma dezena por dez unidades,
resultando em 11 discos no pino das unidades.

A seguir basta retirar do pino das unidades os 6 discos amarelos. O arranjo do

abaco apos essa operacao € dado pela llustracéo 41:
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llustragao 41
Retirada de 6 discos do pino das unidades.

Se o0 dbaco possuisse apenas 10 discos, como frequentemente ocorre, bastaria
fazer a conta 10 — 6 = 4 mentalmente e depois colocar 4 discos amarelos no pino das
unidades. Por isso, 19 discos sdo necessarios para efetuar a subtracdo de modo
completamente concreto no 4baco de pinos.

Agora devemos retirar 7 discos verdes do pino das dezenas. Note que, no
abaco, ao contréario do que ocorre com o célculo escrito, € impossivel ndo enxergar a
impossibilidade de fazé-lo, visto que ha, no pino das dezenas apenas 6 discos verdes.
Logo, somos obrigados a tomar um disco azul do pino das centenas e converté-lo em
dez discos verdes que, quando colocados no pino das dezenas totalizardo 16 discos,
como mostra a llustragéo 42:

llustragao 42
Substituicdo de uma centena por 10 dezenas
resultando em 16 discos no pino das dezenas.

Finalmente a conta com o abaco é concluida retirando os 7 discos verdes do
pino das dezenas, 0 que deixara o abaco com a aparéncia da llustracdo 43. Nele,

teremos representado o numero 495,77, que é justamente o resultado da subtracao.
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llustragao 43
Numeral 495,77, obtido como resultado final da subtracao
apos a retirada de 7 discos do pino das dezenas.

Ha ainda outro exemplo de subtracdo que causa duvida em muitos alunos.
Trata-se de subtracdes nas quais os algarismos de uma determinada ordem sao tais
gue o algarismo do minuendo tem valor menor que o do subtraendo e o algarismo do
minuendo de ordem imediatamente maior € 0. Um bom exemplo € a subtracédo 102 —
5. Note que o problema ai reside no fato de que precisamos efetuar um “empréstimo”,
mas nao ha nenhum “vizinho” que possa nos ajudar. O problema é resolvido
“‘emprestando de alguém que mora mais longe”.

Dessa vez, resolveremos o problema primeiro no abaco, que imaginaremos
idéntico ao que usamos antes, sé que sem 0s pinos dos décimos e dos centésimos.

A llustracdo 44 mostra um abaco desse tipo no qual esta representado o nUmero 102.

llustragao 44
Representacdo do numeral 102 no dbaco.

Como queremos subtrair 5 unidades, precisaremos converter um disco verde
em 10 amarelos. Mas, como pode ser observado na llustracdo 44, ndo ha discos
verdes. Precisamos entdo fazer com que hajam, e a melhor forma de fazé-lo é
tomando um disco azul do pino das centenas e convertendo-o em 10 discos verdes,
dos quais 9 seréo colocados no pino das dezenas e um sera convertido em dez discos
amarelos que, junto com os dois discos dessa cor de que ja dispomos, somarao 12
discos no pino das unidades. Na llustracdo 45 vemos 0 processo que acabamos de

descrever e seu resultado final.
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T!_,g_,

llustragao 45
Realizacdo da operacdo 102 — 5 no abaco de pinos.

Agora basta retirarmos 5 discos amarelos do pino das unidades para
chegarmos ao resultado final, que € o namero 97, representado no abaco pela

llustracéo 46:

llustragao 46
Representa¢do do numeral 97 como resultado da operagdo 102 — 5.

No papel, essa conta se faz ilustrado na sequéncia a seguir:

0 |10 0 |10 0 |10
9 |12 9 |12

clo|u clofu clofu
1{0|2 wmip 1|02 =mp 10|2
- 5 - 5 - 5
9|7

N&do sendo possivel subtrair 5 unidades de 2 e ndo havendo dezenas no
minuendo para transformar em unidades, uma centena é convertida em 10 dezenas,
de modo que ndo restara mais nenhuma centena. A seguir, uma das 10 dezenas de
gue passamos a dispor € convertida em 10 unidades de modo que sobram apenas 9
dezenas e passamos a dispor de 12 unidades, pois ja tinhamos 2. Finalmente, restam
as 9 dezenas e 7 das 12 unidades ap0s subtrairmos 5 delas, ou seja, o resto é 97.

Todos os procedimentos vistos aqui para a subtragédo aplicam-se a qualquer

sistema de numeracéo posicional, desde que respeitado o fato de que as conversdes
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de uma ordem para a outra devem ser feitas utilizando a base do sistema de
numeracado que esta sendo utilizado e que as contas sejam feitas utilizando as
tabuadas desses sistemas. Alias, isto se aplica a todas as quatro operagoes.

Embora tenhamos nos detido apenas ao conjunto dos nimeros naturais em
nossas explicacoes, ja que estamos falando de subtracéo, ndo nos custa nada fazer
algumas observacfes sobre numeros inteiros negativos e o jogo de sinal da adicao.

Os numeros negativos surgem como uma resposta a questdes do tipo “quanto
vale 2 menos 377, em que 0 minuendo é menor que o subtraendo.

Para reger o funcionamento da operacédo de adicdo com nUmeros inteiros*®
estabelece-se entdo o jogo de sinal.

O gue muitos professores talvez ndo deixem claro para seus alunos é que
existem dois jogos de sinal, um para a adi¢do e outro para a multiplicacdo, os quais
seguem ldgicas diferentes, para as quais é preciso dar um significado concreto, a fim
de que o aluno possa melhor internaliza-las.

Assim, depois que os alunos ja tiverem aprendido as regras do jogo de sinal,
tanto para a adicdo quanto para a multiplicacdo, o professor deve orientd-los no
sentido de identificar primeiro que operacdo ele pretende efetuar para, sé entao,
utilizar o jogo de sinal adequado. Talvez, uma das causas da dificuldade dos alunos
para perceberem que jogo de sinal devem utilizar tenha sua origem no fato de que os
jogos de sinal da adicdo e da multiplicacédo séo trabalhados separadamente (como
realmente devem ser) e depois ndo sao suficientemente exercitados conjuntamente,
a fim de que o aluno adquira a habilidade de perceber qual o jogo de sinal adequado
a operacao que esta realizando. Outra possivel causa seria, como ja dissemos, a falta
de significado concreto dado a estas regras.

As questbes levantadas aqui sobre a aprendizagem do jogo de sinal séo dignas
de estudo, devendo ser pesquisadas pelo professor em sala de aula. De minha parte,
ndo passam de conjecturas baseadas em minha préatica docente na educacgéo basica
e em reflexdes a respeito do assunto, averiguar a validade de tais consideracfes é
um desafio que lanco aos colegas de profisséo. E claro que outros fatores, como o
socioeconémico, s6 para citar um exemplo, também contribuem para essa dificuldade

de aprendizagem, qualquer pesquisa séria na area da educacdo ndo pode

1% Ao trabalhar com nimeros inteiros deixamos de pensar em termos de subtracdo. A Unica operacdo aqui é a
adicdo e a subtragdo passa a ser entendida como a adigdo com o simétrico, dai falarmos em jogo de sinal da
adicdo e ndo da subtracgdo.
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desconsiderar a influéncia de tais fatores sobre seus resultados. Porém, cabe ao
professor, empenhar-se para modificar em favor do processo de ensino-aprendizagem
os fatores que estéo ao seu alcance.

O professor pode estar se perguntando sobre o que queremos dizer com “dar
significado concreto ao jogo de sinal”. Uma abordagem dentro do ensino de
Matematica para trabalhar diversos conteudos € a utilizacdo de jogos. Referindo-se
aos alunos, Rosane Avello, em sua dissertacdo de mestrado defendida em 2006,
Jogos como Estratégia para Facilitar o Ensino-Aprendizagem de Operacdes com
Numeros Inteiros, afirma “Aqueles que conheciam as regras de sinais diziam estar
entendendo o porqué desta regra, demonstrando a satisfacdo em relacdo a maneira
como estavam aprendendo.”. Sendo assim, esta é uma abordagem que
recomendamos fortemente. Contudo, independentemente do uso de jogos em sala de
aula, o jogo de sinal pode ser relacionado a questbes financeiras, temperatura,
velocidade etc. A ideia de associar valores negativos a divida e positivos a saldo é
muito boa, j& que lidar com dinheiro € algo bastante préximo da realidade das pessoas.

Logo, ao invés de nos limitarmos a dizer para nossos alunos que 2 - 3 = —1
simplesmente porque a regra diz que, quando os sinais sdo diferentes, devemos
conservar o sinal do nimero que tem maior médulo e calcular a diferenca entre o
namero de maior modulo e o de menor modulo, podemos motiva-los através de uma
situacdo concreta dizendo que 2 -3 = —1 porque se tenho R$ 2,00 e devo R$ 3,00,
s6 posso pagar parte da divida, e fico devendo ainda R$ 1,00.

O mesmo pode ser feito se quero explicar porque —2 — 3 = —5, ja que se devo
R$ 2,00 para alguém e contraio outra divida de R$ 3,00, entdo minha nova divida é a
soma das duas dividas, ou seja, devo um total de R$ 5,00.

Esse tipo de abordagem nao é dificil de fazer e certamente € mais eficaz que
enunciar secamente que, na adicdo de dois nimeros que possuem o mesmo sinal,
este sinal € conservado e seus valores absolutos séo somados.

Com estas recomendacdes aos colegas professores encerramos nossas
consideracdes a respeito da subtragdo, passando agora para a proOxima operagao, a

multiplicagé&o.
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MULTIPLICACAO

A multiplicacdo nos permite escrever de maneira abreviada uma soma em que
hé diversas parcelas de mesmo valor. Todos temos de convir que escrever 8 x 9 e
memorizar que o resultado € 72 € bem menos laborioso do que escrever
9+9+9+9+9+9+9+9=18+18+18+18=36+36=72.

Na multiplicacédo, o resultado da operacdo recebe o nome de produto e 0s
ndameros com 0s quais estamos operando sdo chamados de fatores.

E muito importante que o aluno saiba que, na multiplicagcdo, um dos fatores
representa a quantidade de parcelas de uma soma em que todas as parcelas séao
iguais ao outro fator. Isso é atribuir significado a operacao de multiplicacéo a partir da
operacdao de adicado, cujo significado concreto ja deve ter sido trabalhado com o aluno.

Uma vez que o aluno tenha atribuido significado a operacao de multiplicagéo,
o algoritmo utilizado para efetuar esta operacdo pode ser ensinado. Porém, tal

algoritmo precisa ser justificado.

Observando os célculos registrados acima, cujos numeros em vermelho nem
sempre sdo expressos no papel, mas geralmente guardados na memdria, algumas
duvidas podem surgir. Ao efetuar a multiplicacdo do fator de cima por cada um dos
algarismos do outro fator, por que os resultados nao ficam alinhados a direita como
ocorria na adicao? Por que esses resultados sdo somados? Por que 0s niumeros em
vermelho devem ser somados? Que critério foi utilizado para posicionar a virgula no
produto final? Por que esse critério foi adotado?

O calculo anterior, que envolve a multiplicagdo de dois nUmeros com Varios
algarismos e em que a virgula esta presente sera trabalhado mais adiante. Para

compreendé-lo vamos estudar primeiro outros casos mais simples.
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O primeiro caso que estudaremos diz respeito a multiplicacdo de dois nimeros

tais que um deles possui apenas um algarismo, como ocorre com o exemplo dado a
sequir.

2 3
145
x 6
870

O que fazemos aqui é efetuar as seguintes multiplicacdes:
6 X 5 unidades = 30 unidades = 3 dezenas + 0 unidade

6 x 4 dezenas = 24 dezenas = 20 dezenas + 4 dezenas = 2 centenas + 4 dezenas
6 X 1 centena = 6 centenas

portanto, o resultado da multiplicacéo é:
3 dezenas + O unidade + 2 centenas + 4 dezenas + 6 centenas
como podemos somar apenas entes de mesma natureza temos:
(2 centenas + 6 centenas) + (4 dezenas + 3 dezenas) + O unidade =
= 8 centenas + 7 dezenas + 0 unidade =
=800 unidades + 70 unidades + 0 unidade = 870 unidades
Observe que escrevermos, por exemplo:
6 X 4 dezenas
e néo:
6 unidades x 4 dezenas

como faziamos com a adi¢ao, isto porque o numero 6 aqui ndo é encarado como um
objeto concreto, como ocorria com as parcelas da adicdo. O numero 6 indica, na
multiplicacéo, simplesmente o nimero de parcelas iguais a 4 dezenas que devem ser
somadas.

Vejamos agora como fica esta mesma conta quando indicamos as colunas
correspondentes as unidades, as dezenas e as centenas.

2

c
1

¥ o ow
oo;mc

Logo, a maneira como dispomos 0s numerais para fazer os célculos € uma
forma pratica de, depois de efetuar as multiplicacdes, posicionar os algarismos de

modo que aqueles que sdo de uma mesma ordem fiquem sempre alinhados.



140

Entretanto, nas explicagcdes que acabamos de dar, utilizamos tacitamente uma
propriedade dos numeros reais, a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo
a adicdo, pois quando explicamos o algoritmo para efetuar a multiplicagdo 6 x 145,
utilizamos o fato de que:

6 x(100+40+5)=6x100+6 x40+ 6 x 5.

A propriedade distributiva nos garante que, dados trés numeros reais a, b e c,
a igualdade a-(b+c) =a-b+a-c é verdadeira. Na verdade, para o conjunto dos
nameros reais, nao se trata de uma propriedade, mas de um axioma.

N&do vamos aqui dar uma demonstracdo matematicamente rigorosa desta
propriedade para 0os nimeros naturais. Contudo, mostraremos seu funcionamento a
partir de um exemplo com ndmeros naturais.

Pela definicdo que demos para multiplicacao

3IxX5+2)=6+2)+(5B+2)+(5+2)
utilizando as propriedades comutativa e associativa da adicdo que, embora nao
tenham sido trabalhadas por ndés, cremos serem mais intuitivas e certamente do
conhecimento de qualquer professor de Matematica, reorganizar o segundo membro
da equacao acima para obtermos:

3Ix(5+2)=(5+5+5)+(2+2+2)
finalmente, utilizando novamente a definicdo dada para a operacédo de multiplicacéo,
concluimos que

3x(5+2)=3x5+3x2.

Esta ndo é certamente a melhor maneira de apresentar uma demonstracao da
validade da propriedade distributiva no conjunto dos naturais num seminério cheio de
matematicos profissionais, mas com toda certeza € melhor do que simplesmente
postular a validade dessa propriedade para alunos do ensino basico. Quando criamos
o habito de justificar aquilo que apresentamos para nossos alunos, criamos também
neles o habito de se questionarem sobre o funcionamento das coisas ao invés de
simplesmente as aceitarem como |hes sao apresentadas.

E claro que fazer:

3x(5+2)=3x7=21
e
3x5+3x2=15+6=21

Portanto:
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3x(5+2)=3x5+3x2,
€ uma alternativa viavel para mostrar a validade dessa propriedade, ja que estamos
apenas apresentando um caso particular. Contudo, a forma utilizada antes aplica um
raciocinio que é mais facil de generalizar, embora uma demonstragédo absolutamente
rigorosa dessa propriedade para os naturais deva utilizar o método de inducéo
matematica.

Vamos agora analisar o que acontece quando multiplicamos um namero por
poténcias da base do sistema de numeragao.

Cedo aprendemos que para multiplicar um nimero como 457 por 1000 basta
acrescentar trés zeros apés o 7, obtendo 457.000 como resposta, e que para
multiplicar 4,57 por 1000 basta “andar” com a virgula trés “casas” para a direita,
completando o numeral com um zero, ja que ha apenas duas “casas” para “andar”,
chegando ao resultado 4.570. Na verdade, a regra geral diz que, no caso da
multiplicagéo de naturais por 107, devemos acrescentar, ao final do numeral, p zeros
e, no caso de numeros nos quais a virgula se fizer presente e depois dela houver
qalgarismos, devemos desloca-la para a direita p algarismos completando o resultado
com p — g zeros caso p Seja maior que q.

Note que, ao multiplicar um numero por 10 transformamos centésimos em
décimos, décimos em unidades, unidades em dezenas, dezenas em centenas etc. Ou
seja, deslocamos a virgula um algarismo para a direita, visto que o algarismo que

representava os décimos no fator representa as unidades no produto.

Ux10 =D

d¥10=U

cx10 =d
| X
U de DU d

4,57 x 10 = 45,7

Multiplicar um numero por 100 € repetir este processo duas vezes, ja que
100 =10 x 10, ou seja, multiplicar um namero por 100 equivale a deslocar a virgula
dois algarismos para a direita. Assim também, multiplicar por 1.000 é repeti-lo trés
vezes, por 10.000, quatro vezes, etc.

Esta regra justifica-se facilmente também para qualquer outra base b.

Um numero como bP serd sempre representado, na base b, por um 1 seguido

de p zeros. Assim, por exemplo, 1.000.000, = b°.
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Sejan = Y, a;b' 0 nimero que desejamos multiplicar por b?. Como sabemos,
a ordem de um algarismo a; € uma unidade maior do que o expoente da poténcia de
b que o multiplica. Entdo, como ¢ = n- b? = Y™, a;b**?, isso significa que a,, que é o
algarismo das unidades de n, sera o algarismo de ordem p de c, ou seja, 0 algarismo
das unidades de c, e consequentemente a virgula, que sempre o acompanha, foi
deslocado p “casas” para a direita.

Agora veremos qual o procedimento utilizado para multiplicarmos dois nimeros

naturais quaisquer e porque este procedimento funciona. Observe a conta abaixo.

145
x631

145
435

870 +
91495

Embora ndo saibamos ainda como multiplicar 631 x 145, ja sabemos como

efetuar multiplicagdes por nUmeros com um Unico algarismo e por poténcias de dez.
Sabemos também da existéncia da propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacdo a adicdo?°. Utilizando esses conhecimentos podemos fazer:
631 x 145 = (600 + 30 + 1) x 145
631 x 145 =600 x 145 + 30 x 145 + 1 x 145
631 x 145 =100 x (6 x 145) + 10 X (3 x 145) + 1 x 145
reduzindo o problema de multiplicar dois nUmeros naturais quaisquer aos problemas

ja estudados antes. Assim, basta, por exemplo, efetuar primeiro as multiplicagdes:

1x145 =145
3x145=435
6 X 145 =870

que ja aprendemos a fazer, pois sdo multiplicagbes por numeros de um Unico
algarismo e depois efetuar a multiplicacdo dos resultados pelas poténcias de 10

adequadas:

20 £ preciso ter em mente que a propriedade distributiva ndo se aplica s6 a adi¢do e a multiplicagdo, nem apenas
aos numeros reais. Temos, a guisa de exemplo, quando fazemos (a - b)™ = a™ - b™, a propriedade distributiva
da potenciacdo em relagdo a multiplicagdo. Ndo havendo, em nosso caso, perigo de confusdo, diremos
simplesmente propriedade distributiva quando quisermos nos referir a propriedade distributiva da multiplicagdo
em relagdo a adigdo.
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1x145 =145
10 x 435 = 4.350
100 x 870 = 87.000
somando os resultados obtidos para encontrar o produto final, que é 91.495. A
primeira armacéao que fizemos na discusséo desse exemplo é mostrada novamente a
seguir, agora sem ocultar os zeros e explicitando as colunas em que estdo alinhadas

unidades, dezenas, centenas, milhares e dezenas de milhares.

2|3
1|1

oMM |C | DU

1(4|5

x|6(3|1

11 |1{4|5

4/3|5|0

+ 8/7/0{0|0

9/1/4]|9]5

Outra forma de interpretar a armacdo que utilizamos para efetuar a
multiplicacdo de dois nUmeros naturais é a seguinte:

145 x 631 = 145 x (6 centenas + 3 dezenas + 1 unidade)
logo, pela propriedade distributiva,

145 x 631 = 145 x 6 centenas + 145 x 3 dezenas + 145 x 1 unidade
recaindo assim no caso em que multiplicamos dois nimeros naturais, sendo um deles
de apenas um algarismo. Assim teriamos

145 x 631 = 870 centenas + 435 dezenas + 145 unidades,
0 que justifica o fato de os resultados das multiplicagcdes pelos algarismos néo
aparecerem alinhados a direita para a soma.

Embora essa abordagem seja mais simples e perfeitamente viavel para
justificar o algoritmo para os alunos, ndo a apresentamos primeiro por uma guestao
de coeréncia em nossas justificativas, pois segundo essa interpretacdo, 145, que
possui mais de um algarismo, é encarado como o0 numero de parcelas iguais a serem
somadas e 0s numeros de um unico algarismo, como a quantidade de objetos
concretos (unidades, dezenas, centenas) que constituem as parcelas da soma,
justamente o oposto do que fizemos em nossa justificativa da multiplicagdo por

nameros com um Unico algarismo.
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Poderiamos mesmo ter omitido aqui a primeira justificativa, deixando apenas a
segunda, uma vez que 0 que estamos apresentando aqui ndo € um conjunto de
demonstracdes rigorosas baseadas no método dedutivo, mas um conjunto de
justificativas que tém por objetivo fazer com que os procedimentos utilizados na
realizacdo das quatro operacdes ganhem um significado mais concreto para o0s
alunos. Se deixamos ambas as demonstracdes aqui é porque valorizamos a ideia de
gue um mesmo problema pode e deve ser abordado de diferentes maneiras pelo
professor e por seus alunos, cabendo ao professor avaliar a possibilidade de fazé-lo
dentro das limitacBes de tempo e respeitando as peculiaridades de cada turma em
que leciona.

Iremos finalmente abordar o caso da multiplicacdo de decimais exatos,
justificando o procedimento utilizado para determinar o posicionamento da virgula no
produto em fungéo de seu posicionamento nos fatores.

1,4 5
x 63,1

145
435
870 +

91,495

Na conta registrada acima, o posicionamento da virgula no produto € obtido da

seguinte forma: verifica-se quantos algarismos aparecem apdés a virgula em cada um
dos fatores (2 e 1, neste caso) posicionando a virgula no produto de modo que haja,
apos ela, uma quantidade de algarismos que corresponda a soma do numero de
algarismos dos dois fatores (2 + 1 = 3, neste caso).

Ou seja, para que o aluno seja capaz de efetuar multiplicagcdes com decimais
exatos basta que ele ignore a presenca da virgula nos fatores e proceda como se
estes fossem numeros naturais, utilizando depois a regra exposta acima para
posicionar a virgula no resultado.

A regra acima, embora simples de ser compreendida, ndo é 6bvia. Mesmo
assim, justificad-la ndo é tao dificil quanto se poderia pensar. Basta que coloquemos
os fatores na forma de fragc6es ordinarias para podermos enxergar o motivo de somar
0 numero de algarismos da parte nédo inteira.

145 631 145 631 91.495 91.495 91.495

1,45 x 63,1 = . = . = = =
100 10 10* 10* 102*! 103 1000

= 91,495
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Encerramos que o exemplo acima, que pode ser facilmente generalizado,

nossas explicacdes sobre o algoritmo da multiplicacéo.

DIVISAO

Dividir significa, concretamente, repartir em partes iguais. Seus elementos sao
o dividendo que € o numero dividido, o divisor que é o numero que divide, 0 quociente
que € o resultado da divisédo e o resto que é o que sobra do dividendo apés a divisao.

A divisédo pode ser inteira ou continuada. No primeiro caso, 0 quociente deve
ser um namero inteiro, no segundo, isto pode ndo acontecer.

Na tentativa de justificar os procedimentos utilizados no algoritmo da divisdo
vamos imaginar as ordens a que cada algarismo do dividendo corresponde como
objetos concretos. Por exemplo, quando tentamos dividir 84 por 2, o que queremos
fazer é distribuir 8 dezenas e 4 unidades em dois grupos que devem possuir a mesma
guantidade de elementos, ou seja, 4 dezenas e 2 unidades cada. Assim, neste caso,
dezenas e unidades eram o0s objetos que estdvamos dividindo.

Nossas explicacBes serdo baseadas na divisdo do niumero 16.319 pelo nimero

54. Contudo, aplicam-se as divisdes de uma maneira geral. Note que 54 =2 x 33 e
que 16.319 nao € multiplo nem de 3, nem de 2. Isto significa que % € uma fracéo

irredutivel cujo denominador possui um fator primo que nao é divisor de 10. Logo, é
certo que esta divisdo vai resultar em uma dizima peridédica. Abaixo mostramos o

registro dos calculos efetuados na divisdo destes dois nimeros.

1631954
=162 302,20370...
119
=108
110
-108
200
-162
380
=378
200

O numero 16.319 dispbe de 1 dezena de milhar, que evidentemente nédo pode
ser dividida por 54, logo sera convertida em 10 milhares que com 0s 6 que este

namero ja possui resultardo em 16 milhares, que também n&o podem ser divididos
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por 54. Assim, convertendo os 16 milhares em 160 centenas e juntando a essas
centenas as 3 de que o dividendo ja dispunha ficamos com

163 centenas = 54 x (3 centenas) + 1 centena,
ou seja, formamos 54 grupos iguais com 3 centenas cada e ainda nos restou uma
centena. No registro dos calculos da divisdo estamos no seguinte ponto.

DMM|C DU

16319|54
-1|6|2 3

C
1

Observe que, nos célculos efetuados, o valor 3 no quociente € encontrado por

meio de um processo de tentativa e erro, no qual testamos cada um dos algarismos
do sistema de numeracdo no qual estamos trabalhando em busca daquele que gera
o maior multiplo de 54 que ndo excede 163%! (em bases menores que a 10 temos
menos algarismos, portanto menos tentativas costumam ser necessarias, nas maiores
da-se o contrario). E claro que a experiéncia nos possibilita estimar o valor procurado,
minimizando o numero de tentativas.

Tomamos agora a centena restante e a convertemos em 10 dezenas, com mais
uma de que dispomos sao 11 dezenas. Ora, ndo podemos, com 11 dezenas, formar
54 grupos. Essas 11 dezenas devem ser convertidas em 110 unidades que, com as 9
de que ja dispomos, somam 119 unidades, as quais formam 54 grupos iguais com 2
unidades cada, ou seja:

119 unidades = 54 x (2 unidades) + 11 unidades.

Se fdssemos registrar o que acabamos de fazer teriamos

DM(M(C DU

1/6/3/1/9|[54_

-1/6 32
cu

[\®]

|

(Y=
o
oo W

0 que néo esta errado.

21 Na verdade, ndo é preciso encontrar o maior multiplo que n3o excede a parte do dividendo considerada,
porém, procedendo desta maneira minimizamos nossos calculos.
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Porém nado temos o habito de colocar as letras indicativas das ordens de cada
um dos algarismos nem sobre, nem abaixo deles. Portanto, nosso registro estaria

assim:

16319]|54

=162 32
119
-108
11

que esta errado. Este €, alias, um erro muito frequentemente cometido pelos alunos.

O problema € que, quando dissemos que ndo podiamos, com 11 dezenas, formar 54
grupos, nao deixamos registrado que nenhuma, ou melhor, zero dezena, foi
distribuida, deixando esta situacao registrada com a presenca do algarismo 0 no
quociente. E por isso que, quando precisamos “baixar’ mais de um algarismo do
dividendo devemos acrescentar zeros no quociente, um para cada algarismo

excedente “baixado”. Assim, o registro correto seria:

16319|54

=162 302

119
=108

11

pondo fim & divisao inteira, ja que o resto é constituido de unidades.

Parar aqui seria 0 caso se estivéssemos distribuindo 16.319 brinquedos para
54 criancas, porém, nao seria este 0 caso se estivéssemos dividindo R$ 16.319,00
entre 54 pessoas. Neste caso a divisdo deveria prosseguir até 0os centavos. Vamos,
contudo, efetuar a divisdo até termos certeza de que conhecemos o periodo.
Converteremos as 11 unidades restantes em 110 décimos, obtendo:
110 décimos = 54 x (2 décimos) + 2 décimos

ou, no registro das contas
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DM | C (DU
1|6(3[1|9|[54
-1/62| | | 302,2
119 cbDu d
-1[0[8
11/0
-1/0/8
2

Note que, com o fim da divisdo inteira, foi necessario acrescentar a virgula no
qguociente, indicando que o algarismo seguinte é o resultado da distribuicdo dos
décimos.

Agora 0s 2 décimos restantes sédo convertidos em 20 centésimos, 0os quais ndo
podem ser distribuidos igualmente em 54 grupos, devendo esse fato ser registrado
com o acréscimo de um zero no quociente (foi distribuido 0 centésimo para cada
grupo). Os 20 centésimos sdo entdo convertidos em 200 milésimos, de modo que
temos:

200 milésimos = 54 x (3 milésimos) + 38 milésimos

e nos registros foram seguidos 0s seguintes passos.

DM

clD|U DMM|C |D|U MM |C DU
1/6/3[1(9||54 1/6(3|1|9||54 1/6/3[1(9||54
-1/6/2 302,2 -1/6/2 302,20 -1/6[2 302,203
llgCDUd llgCDUdt llgCDUdcm
—{1(0/8] 4« m—- —{1[0|8] 4| c|m m——-- —{1(0/8] 4| c|m
1/1(0 1/1(0 1/1/0
-|1/08 -|1/ol8 -1/08
2|0 2/0jo 2[0j0
-1l6|2
3/8

Daqui por diante, ndo ha nenhuma novidade nos passos a serem seguidos. Se
desejamos realizar as contas fazendo um arredondamento da ordem dos centésimos,
este € 0 momento ideal para pararmos e dizer que o resultado da divisdo € de
aproximadamente 302,20. Se, contudo, quisermos ter uma ideia do resultado exato,
devemos estar atentos aos restos a partir do momento em que teve fim a diviséo
inteira. Assim, ha apenas duas possibilidades: um dos restos é zero, e o resultado é
um decimal exato (este, como ja vimos, ndo é o caso deste exemplo), ou um dos

restos vai se repetir, e teremos clareza de que se trata de uma dizima periédica, cujo
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periodo passa a ser por nos identificado. Abaixo continuamos os registros até este

ponto, destacando de vermelho o resto que se repete.

omp(na|C (DU
1/6(3|1|9||54
=-1/6|2 302,20370...
119 C DU dcdenT
_108 d Emdmcnjmrn o
1/1|0
-=1/0(8
2100
- 16|2
38|10
—3|7|8
21010

Assim como ocorre com a multiplicacdo, conhecendo os procedimentos
utilizados para a divisédo de dois naturais, resolvemos facilmente divisdes em que o
dividendo, o divisor ou ambos sdo nimeros que possuem virgula.

Se queremos, a titulo de exemplo, dividir 163,19 por 5,4, tudo o que precisamos
fazer é igualar o nUmero de casas decimais destes dois nimeros, ignorar as virgula e
proceder a divisdo entre os dois inteiros obtidos segundo os procedimentos
estudados. A justificativa para isto também se faz facilmente por meio da
representacdo destes numeros na forma de frac6es decimais. Vejamos

16319
16319 540 ~—1pp 16319 100 16319

100 100 540 ~ 100 540 540
100

Logo, o objetivo de igualar as casas decimais e ignorar as virgulas antes de

163,19 = 5,4 = 163,19 + 5,40 =

efetuar a divisdo é fazer com que os numeros obtidos se tornem os numeradores de
fracOes decimais de mesmo denominador.

Com isto encerramos nossa explanacdo sobre os algoritmos das quatro
operacoOes, esperando que este material sirva de apoio para os professores, em
especial agueles que atuam nas séries iniciais da educacéao basica.

Se as informagdes nele contidas ndo sao novidade para o professor que o I€,

esperamos que pelo menos gque sirvam como um guia, no sentido de mostrar aquilo
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gue nao pode ser ocultado do aluno quando do ensino dos algoritmos das quatro

operacoes.
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APENDICE D - Prova dos nove

A “prova dos nove” ou “noves fora”, como também é conhecida, guarda relagao
com o contetado trabalhado no Capitulo 3, em especial com a demonstracdo
apresentada para o TEOREMA 7, e fundamenta-se em dois resultados fundamentais
da aritmética dos restos, que sao:

1) A soma dos restos das parcelas € congruente ao resto da soma;

2) O produto dos restos dos fatores é congruente ao resto do produto.

Logo, se uma soma como, por exemplo, 758 + 867, for efetuada corretamente,
a soma dos restos que as parcelas deixam na divisdo por um determinado namero,

digamos 9, deve ser igual ao resto deixado pela soma na diviséo por 9.

758 — 2
+867 —+3
1625 5

llustragao 47
Efetuacdo de uma soma paralelamente a soma dos restos da divisdo por nove.

No exemplo ilustrado acima 2, 3 e 5 sdo os restos da divisédo de 758, 867 e
1.625 por nove, respectivamente. Note que, embora no exemplo dado tenhamos
2 + 3 =5, ndo se exige a igualdade, apenas a congruéncia modulo 9. Neste exemplo
tomamos os restos da divisdo por 9, mas poderiamos ter tomado os resto da divisdo
por 7, 5 ou qualquer outro numero.

Se o método de verificagcao de célculos acabasse neste ponto, temos de convir
que seria bem pouco eficiente, ja que ndo é imediata, por exemplo, a observacéo de
gue o resto da divisdo de 1.625 por 9 é 5, seriam necessarias trés divisdes para
verificar uma unica adi¢cdo. Além disso, nada justificaria o nome prova dos “nove”, ja
gue poderiamos considerar o0s restos da divisdo por qualquer outro numero.

Aqui, passamos a nos servir do resultado obtido a partir da demonstragéo do
TEOREMA 7, que nos garante gue, no SNPD, no caso especifico da divisdo por 9, o
resto de um numero é igual ao resto deixado pela soma dos algarismos que o
representam. Assim, para acharmos o resto da divisdo de 1625 por 9, ndo precisamos
efetuar a divisdo, basta somarmos os algarismos desse numero e utilizarmos o
resultado que acabamos de enunciar. No caso de 1625, basta fazermos

1+6+2+5=14, aplicando novamente o resultado até encontrarmos um ndmero
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menor que 9. Neste caso, fariamos ainda 1 +4 =5. Pronto, eis ai uma maneira
simples e eficiente para encontrar os restos da divisdo por nove.

A demonstracdo do COROLARIO 2, nos habilitaria ainda a criarmos uma “prova
dos trés”, ja que o resultado fornecido por essa demonstragdo é essencialmente o
mesmo que aquele que acabamos de utilizar para o0 9.

O termo “noves fora” vem do fato de que, no processo de soma dos algarismos,
podemos subtrair 9 toda vez que obtivermos uma soma igual ou superior a este
namero, ja que isto ndo altera o resto da divisdo por nove. Assim, nha soma dos
algarismos de 1625, poderiamos ter feito (1+6+2)+5=9+5 e ap0s subtrair 9
teriamos também concluido que 5 € o resto procurado.

No gue expusemos até este ponto reside a esséncia da prova dos nove, a qual
difere pouca coisa nas outras operacdes. Nao nos custa, contudo, fazer algumas
ressalvas quanto as outros operacoes.

No que diz respeito a subtracdo, ao invés da soma dos restos temos que a
diferenca entre os restos do minuendo e do subtraendo, nessa ordem, deve ser igual
ao resto da diferenca. Atencdo, ndo se trata de fazer a diferenca entre o maior e 0
menor resto, como deixa claro o exemplo abaixo.

821 —* 2
—-807 —» =6
14 — —4=5mod 9

llustragao 48
Efetuagdo de uma subtragdo paralelamente a diferenca entre os restos da divisao por nove.

Na operacdo acima o0s restos do minuendo e do subtraendo sé&o,
respectivamente, 2 e 6. Se efetudssemos a diferenca 6 — 2 = 4, ndo obteriamos a
congruéncia modulo 9 com 5=4+1, porém, fazendo 2 -6 =-4, obtemos um
resultado congruente com 5 modulo 9, jaAque 9 + (- 4) = 5.

Quanto a multiplicagcéo, a Unica observagcdo é que, como era de se esperar,
faremos o produto dos restos dos fatores e ndo a soma. Assim, na conta 456 x 328 =
149.568, apds obtermos os restos de 456 e 328 como sendo 6 e 4, respectivamente,
o resultado é conferido por meio da prova dos nove fazendo 6 x 4 =24. Como
2 +4 =6, que ¢é o resto de 149.568, entdo a conta passou pela prova dos nove e tem

a chance de estar correta, como, de fato, esta.
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Também na divisao inteira os restos do dividendo, do divisor, do quociente e
do resto da divisdo podem ser obtidos pelos mesmos processos vistos anteriormente.
Para aplicar a prova dos nove devemos atentar para o fato de que dividendo =divisor
X guociente + resto, ou seja, depois de realizada a divisdo basta nos certificarmos
de que o resto do dividendo é congruente modulo 9 ao produto dos restos do divisor
e do quociente mais o resto do resto da divisdo. Por exemplo, ao dividirmos 149.783
por 456 encontramos 328 como quociente e 215 como resto da divisdo, sabendo os
restos da divisdo por 9 desses quatro numeros sdo, respectivamente, 5, 6, 4 e 8,
verificamos que os célculos passam pela prova dos nove, jAque 5 =6 x4 + 8 mod 9.
De fato, 6x4=24e 2+4=6, como 6+8=14 e 1+4 =05, entdo a congruéncia
modulo 9 se verifica.

Embora os noves fora ndo nos deem certeza a respeito da correcdo dos
calculos que passam por essa prova, Nnao vemos nisso motivo para que este método
deixe de ser ensinado, muito pelo contrério, o professor pode encontrar neste fato
uma oportunidade para discutir questées como a validade de um teorema e sua
reciproca, ou seja, se uma conta esta correta, entdo a prova dos nove vai funcionar,
porém se a prova dos nove funcionar, isso ndo quer dizer que a conta esteja correta.

O professor pode ainda instigar seus alunos para que procurem casos em que
a prova dos nove falha. Para criar um exemplo basta considerarmos a conta de adi¢ao
gue realizamos no inicio deste apéndice, 758 + 867, permutando os algarismos do
resultado. Assim, 758 + 867 = 5612 satisfaz a prova dos nove, embora esta conta seja
obviamente incorreta. Pensar nas chances que esse tipo de problema tem de

acontecer é certamente um exercicio interessante para se fazer com os alunos.
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APENDICE E - Tabuadas de adi¢cdo e multiplicacéo

Base 2

Base 3

11

2 10|11

2

Base 4
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0
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3
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