Logisticka funkcija

Sime Sulji¢, Pazin

Svijet bi bio bolje mjesto kad bi svakom studentu dali dZepni kalkulator i ohrabrili
ga da se igra logistickim jednadZbama.

Robert May, biolog

Svi koji su proucavali prirodne znanosti svjesni su koliko je diferencijalni racufinenaz
orute. Tek uz pomo¢ diferencijalnog racuna moguce je dobro objasniti mnoge prirodne pojave,
a s diferencijalnim jednadZbama opisati i vrlo sloZene procese. Nastava elementarne matematike
je u neku ruku pretvorena u pripremu za razumijevanje i ovladavanje diferencijalnog racuna,
koji ¢e onda objasniti mnoge pojave. UCenje matematike pesfr@je samoj sebi, a primjene
se odgadju za visu matematiku. Mora li tome biti i dalje tako, kada znamo da su posljednjih
desetljeCa otkriveni jednostavni matematicki modeli, koji objasnjavaju vrlo sloZene prirodne,
tehnitke pa'@k i drustvene procese? U drugom se razredu srednje Skole prouCavaju kvadrat-
na, eksponencijalna i logaritamska funkcija. Odmah ¢emo pomisliti kako se uvodna opaska
ne odnosi na te funkcije, jer zaista nije tesko pronaci primjere na koje se moZe primijeniti te
nelinearne funkcije u drugim podrucjima znanosti i u svijetu koji nas okruzuje. To je tocno, ali
ovdje Zelim skrenuti pozornost da se elementarna matematika moZe upotrijebiti za modeliranje
sloZenih sustava u zoologiji, odnosno ekologiji, ma koliko to djelovalo nevjerojatno! Dovoljno
je poznavati pojam funkcije i znati nacrtati graf kvadratne funkcije.

Ljude je odavna zaokupljao problem godisSnjih kretanja brojnosti pojedinih Zivotinjskih vr-
sta, a narocito insekata. U godinama s povoljnijim uvjetima za neku vrstu njihova bi se brojnost
povea@la, a u oskudnim godinama smanjivala. Ali viSe je upadalo u oc€i to Sto vrste imaju neki
SVOj unutarnji ritam promjene brojnosti koji se pravilno izmjenjuje gotovo zanemarujuci vanjske
uvjete. Lako je uociti da se neke vrste insekata pojedinih godina jako razmnoZe, a onda naredne
godine nema viSe tolike najezde. Kod nekih vrsta plimni val dolazi u pravilnim ciklusima svake
trece, Getvrte ili Cak nakon vise godina. U pojedinim krajevima svijeta ve¢ znaju kada mogu
ocCekivati najezdu skakavaca koja sve opustoSi. Kako matematicki opisati ovo populacijsko
variranje iz godine u godinu pojedine vrste? Svakako bi broj jedikiu sljedecoj godini
trebao ovisiti o broju roditeljag, u prethodnoj godini. Kako ta dva broja nece biti identiCna,
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mogli bismo tu promjenu opisati jednostavnom formulom:

Xn+1 = IXp,

gdje parametar ovisi o bioloskoj vrsti i podrucju na kojem obitava. Ako je bmojyed od

jedan, décée do povecanja populacije, odnosno smanjenja ako jerbmmnji od jedan. No,

ova nas jednostavna linearna forma, koja ustvari predstavlja eksponencijalan rast ili pad, vodi
k neograniCenom rastu ili izumiranju vrste, dakle onome Sto ne opisuje uobiCajeno kretanje
brojnosti vrste. Ako pocCetna populacija broji 100 000 jedinki, a parametaHel.2, sliedée
generacije ¢e predstavljati neograni¢en niz:

120000121000144000172800207360
Ako je parametar = 0.8, niz
8000Q 64000 51200 40960 32760

govori da populacija izumire. Ekolozi su bili svjesni da moraju posegnuti za boljim modelom.
Ukupna populacija nece ovisiti samo o broju roditelja u prethodnoj generaciji, ve€ i o raspo-
loZivoj hrani na danom podru¢ju.tdSpopulacija bude veéa, hrane ée biti manje pa ée mnoge
jedinke izumrijeti. Ekolozi su s 1 oznacili maksimalni broj jedinki neke vrste koji egeti na
odretknom podrucju, &, predstavlja postotak od tog maksimalnog bmj@ godine. Ovisnost

o hrani i drugim uvjetima izrazili su faktorom 2 x,, stanovitim “brojem slobodnih mjesta”.
Ovaj korektivni faktor je to manjit® je x, ved i obrnuto. Najjednostavnija formula koja bi
mogla opisivati populacijske promjene iz godine u godinu bila bi:

XrH,l — an(l - Xn)

InaCice ovakve jednadzbe ekolozi su koristili joS sredinom proslog stolje¢a posudivsi ih od fi-
ziGara. Nazvane su logistiCke jednadZbe razlike. Oslobodimo li se zagrada, dobivamo izraz
Xni1 = Xn — IX2. Ovaj kvadratni izraz moZemo shvatiti kao kvadratnu funkciju, gdje brojnost
vrste u sljede€oj godini zavisi o broju jedinki u prethodnoj godini, Sto bi se moglo prikazati
grafom(slika 1.).
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postotak maksimalne populacije u n-toj godini

Slika 1.

Medutim, taj nam graf ne prikazuje sudbinu populacije kroz vrijeme. Da bismo to prikazali,
uzmimo neki proizvoljni parametar, na primjet= 2.2 i poCetnu vrijednost populacije od recimo
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Xo = 0.03. Uz pomdéaZzepnog kalkulatora racunamo:

Xo = 0.03

x1 = 2.2 0.03(1 — 0.03) = 0.0640Q

Xp = 2.2 0.0640(1 — 0.0640 = 0.1318
X3 = 2.2-0.13181 — 0.1318 = 0.2518
x4 = 2.2 0.25181 — 0.2518 = 0.4145
xs = 2.2 - 0.41451 — 0.4145 = 0.5339
Xg = 2.2- 0.53391 — 0.5339 = 0.5475
X7 = 2.2 - 0.54751 — 0.5475 = 0.545Q
xg = 2.2 - 0.5450(1 — 0.5450) = 0.5455
Xo = 2.2- 0.54551 — 0.5455) = 0.5454
X10 = 2.2 - 0.54541 — 0.5454) = 0.5455

Vidimo da zamisljenu populaciju prati nagli porast u poCetnim godinama, a da se zatim
postotak stabilizira i blago varira oko vrijednosti 0.54. Lako se moZemo uvijeriti da bi ova
stabilizacija na istom nivou uslijedila i da uzmemo pocetnu vrijednost 0.5 ili 0.9. Ovaj konkretni
model opisuje Cestu pojavu u prirodi, a to je da na odnexin podrucju obitava stalan broj jedin-
ki neke vrste ako nema znacajnijih vanjskih poremecaja. Dobivene podatke prikaZimaigrafic
tako da na apscisu nanesemo redni broj generacije, a ha os ordinatu broj jedinki u postocima
od moguceg maksimalnog broja. Napravimo takve grafikone i za vrijednosti paramatra,

3.8224 i 3.8368, a neka pocetna vrijednost populacije bude uvijek 0.03.
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Slika 2.

Na drugoj sli¢ici u nizu vidimo da se nakon pocCetnog rasta dvije vrijednosti stalno izmje-
njuju. | takav dvogodisnji ciklus postoji u prirodi za neke vrste. Ako je vrijednost parametra
r = 3.8224 nema nikakve pravilnosti u promjeni populacije iz godine u godinu. Ovaj proces
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mogli bismo nazvati kaoti¢nim. Najzanimljivije je u svemu da ako sad parametaznatno
poveé@mo na 3.8368 dolazi ponovno do pravilne izmjene vrijednosti svake tri godine. &ovec
vajuci dalje parametar doslo bi ponovno do nepravilne, kaoti¢ne promjene populacije. IspoCetka
su biolozi odbacivali ovakve “nepredvidive” podatke kakvi se javljaju pri malim promjenama
parametrar, smatrajuci da je doslo do greske u proracunima. No, nije se radilo ni o kakvoj
greski. Rijec€ je o sustavu koji opisuje deterministicki kaos, kada kaZe da male promjene pocetnih
uvjeta uzrokuju dramati¢ne promjene u rezultatima. To slikovito opisuje Cuveni leptirov efekt,
koji kaZe da zamah krilima leptira u Pekingu izaziva oluju u Parizu.
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Slika 3.

lako su toCkasti grafikoni na prikazanim slikama vrlo zorni, skloni smo ih tretirati kao
statisticke, a ne “Cisto matematicke”. Srecom postoji i vrlo zgodno “Cisto matematicko” rijeSenje
prikaza kretanja brojnosti populacije na parabok= rx(1 — x). Prisjetimo se najprije kako
oCitavamo pojedinu vrijednost funkcije na njenom grafu u koordinatnom sustavu. Krenemo od
odabrane vrijednosi okomito na apscisu u smjeru grafa funkcije i kadaelmo do grafa, sk-
recemo pod pravim kutom prema ordinati na kojoj oCitamo pripadajtic vrijednost funkcije.
Za pracenje promjena populacije kroz vrileme “Citanje” grafa ¢éemo donekle izmijeniti. Grafu
kvadratne funkcije dodajmo pravgc= x. Na jednak nacin krenemo od proizvoljnggali na
paraboliy = rx(1 — x) viSe ne skreCemo k ordinati, ve¢ prema praycy x na kojem zrcalimo
nasu putanju uputivsi je ponovno prema paraboli i postupak po volji nastavljamo. Time zapravo
svaku dobivenu vrijednost funkcije pretvaramo ponovno u argument. lako sam postupak nije
neka novina u matematici, njegova primjena na logisticku funkciju je vrlo korisna, jer samo jedan
pogled na sliku daje kvalitetnu informaciju o kretanju promatrane populacije. Takav gfaf moz
biti i vrlo zabavan ako ga promatramo kako nastaje na zaslonu racunala. Na slici 3. moZzemo
vidjeti prije opisane primjere u novom grafickom prikazu.
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ProucCavanije insekata dovelo nas je tako na podrucje fizikalne teorije deterministickog kao-
sa. Prije nego napustimo nasu igru modeliranja eko sustava, bilo bi dobro razumijeti jos jednu
poznatu sliku, odnosno grafikon te znanstvene discipline. Rije€ je o bifurkacijskom dijagramu.
Primijetili smo da se za pojedine vrijednosti parametsaistav stabilizira i poprima jednu, dvije
ili viSe uvijek iste vrijednosti brojnosti populacije. Za neke vrijednosti parametrasustav
postaje nestabilan i ima mnostvo razli¢itih vrijednasti Nanesemo li na apscisu vrijednosti
parametrar, a na ordinatu vrijednosti brojnosti populackg0 < x < 1), dobivamo poznati
bifurkacijski dijagram(slika 4.).

Slika 4.

Dodatak. Za prouc¢avanje logistickih jednadzbi sasvim je dovoljan najobicniji kalkulator. Me-
dutim, mnogo je ugodnije, brZe i viSe se mozZe razli¢itih modela istraziti uporabom osobnog
racunala. U tu svrhu potrebno je posegnuti za oeinégd programima.

e Microsoft Excel. Ovaj alat za tablicni proracun i prikaz grafova dostupan je gotovo na svim
raCunalima. Na raspolaganju ima bogatu kolekciju matematickih funkcija, a moZe-izrac
navati i crtati rekurzivno zadane jednadzbe. U buducnosti e mnogim ucenicima upravo taj
program predstavljati poslovno okruZenje. Stoga se neminovno namece akldiaovaj
program mora naci svoje mjesto u nastavi matematike. Pomocu ovog programare rad
proraan u danku, slika 1. islika 2. Ovdje ne bih opisivao postupak izrade grafikona, ali sam
na Internet postavio dokument, koji se moZe pogledati ili preuzeti. Naravno, interaktivan
je. (http://www.gssjd.hr/matematika/zanimljiva/logisticka/tablica.x1s)

e Winfeed je specijaliziran program za generiranje fraktala i drugih slika determirkésiic
kaosa, matematicara Richarda Par(satp://math.exeter.edu/rparris/). Slike 3.
i4.

e Javascript “programaC” koji se izvrSava kroz web preglednik dostupan na URL adre-
Si http://www.gssjd.hr/matematika/zanimljiva/logisticka/jscript.htm iz-
ratunava eljeni broj koraka za upisani parametarpocetnu vrijednosxk.

e Java aplet demonstrira grafiCke prikaze poput onih na slikama 2. i 3., a dozvoljava mije-
njanje vrijednosti parametrai poCetne vrijednostk. Zabavno!
(http://www.gssjd.hr/matematika/zanimljiva/logisticka/aplet.htm)
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Pitanja. KoriStenjem nekog od gornjih alata pokuSajte naci odgovore na sljedeca pitanja:
1. Do koje vrijednosti parametrapopulacija teZi izumiranju?
2. Koja je maksimalna vrijednost parametfaZasto?
3. Do koje vrijednosti parametrase populacija stabilizira na uvijek istoj brojnosti?
4. Od koje do koje vrijednosti parametrase populacija stabilizira na dvije naizmjén&
brojnosti?
5. S kojom pribliZznom vrijednasi parametra nastupa kaoti¢no stanje? Javljaju li se stabilna
stanja nakon te vrijednosti parametfa
. Ako je sustav stabilan, ovisi li broj jedinki u nekoj daljoj godini 0 poCethom br&ju
7. Ako je sustav kaoti¢an, ovisi li broj jedinki u nekoj daljoj godini o po¢etnom brGju

(o]
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ANTIPAHULJICA

Vidjeli smo kako od jednakostranicnog trokuta nastaje Kochova pahuljica. Zami-
slite da umjesto Sto konstrukciju provodimo “prema van”, to ¢inimo prema “unutrg”.
Tako emo dobiti antipahuljicu. | njezina je duljina beskonacna, a povrsina konacha.

L. o o s

Na to pitanje nije tesko odgovoriti. Naime, pojedini dio ravnine koji kod Kochove
pahulje dodajemo sukladan je onom koji kod antipahulje oduzimamo. Zato antipahu-

liica gubi onaj dio povrsine kojega Kochova pahuljica dobiva. Kako je povrs“in%prve

polaznog jednakostrani¢nog trokuta, povrsina druge je je%pbarsvine originalnog
trokuta.
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